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KATA PENGANTAR

Puji syukur ke hadirat Allah SWT atas limpahan rahmat dan
hidayah-Nya, sehingga penulis dapat menyelesaikan
penyusunan buku ajar ini yang berjudul “Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan”. Buku ini disusun sebagai salah satu
bentuk kontribusi dalam mendukung peningkatan kualitas
proses pembelajaran di perguruan tinggi, khususnya dalam
mata kuliah kalkulus tingkat lanjut.

Penulis menyampaikan ucapan terima kasih yang
sebesar-besarnya kepada semua pihak yang telah
membantu dalam proses penyusunan buku ini. Ucapan
terima kasih khusus disampaikan kepada kolega dosen di
Program Studi Pendidikan Matematika yang telah
memberikan masukan berharga, serta kepada para
mahasiswa yang telah menjadi mitra belajar dalam uji coba
materi-materi dalam buku ini. Tidak lupa pula penulis
mengucapkan terima kasih kepada keluarga tercinta atas
dukungan moral dan spiritual yang tiada henti.

Latar belakang penyusunan buku ini adalah kebutuhan
akan bahan ajar yang sistematis, kontekstual, dan aplikatif
dalam membahas konsep-konsep lanjutan dalam kalkulus,
seperti fungsi multivariabel, integral lipat, dan aplikasi
diferensial. Buku ini disusun untuk membantu mahasiswa
mengembangkan pemahaman konseptual dan keterampilan
analitis dalam  menyelesaikan persoalan-persoalan
matematika tingkat lanjut yang bersifat teoritis maupun
terapan.



Penulis berharap buku ajar ini dapat menjadi sumber
belajar yang bermanfaat baik bagi mahasiswa maupun
dosen, serta dapat digunakan sebagai acuan dalam proses
pembelajaran kalkulus lanjutan di berbagai perguruan
tinggi. Penulis juga berharap buku ini dapat mendorong
pembaca untuk berpikir kritis dan memahami kalkulus
secara mendalam, tidak sekadar sebagai rangkaian rumus,
tetapi sebagai alat berpikir yang logis dan aplikatif.

Akhir kata, penulis menyadari bahwa buku ini masih
memiliki kekurangan. Oleh karena itu, kritik dan saran yang
membangun sangat diharapkan demi perbaikan dan
penyempurnaan di masa yang akan datang.

Parepare, Juli 2025

Penulis
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BAB 1
PENDAHULUAN

Kalkulus merupakan salah satu cabang matematika yang
paling fundamental dan memiliki aplikasi luas di berbagai
bidang ilmu, seperti fisika, teknik, ekonomi, dan ilmu
komputer. Setelah menyelesaikan mata kuliah Kalkulus
Dasar, mahasiswa perlu melanjutkan ke tahap selanjutnya
yaitu Kalkulus Lanjutan, yang mencakup topik-topik seperti
diferensial parsial, diferensial total, integral lipat, deret
Fourier, fungsi Gamma dan Beta, serta transformasi Laplace.
Topik-topik ini tidak hanya penting secara teoritis namun
juga sangat aplikatif dalam memodelkan dan menyelesaikan
permasalahan nyata.

Pentingnya pemahaman mendalam terhadap konsep-
konsep kalkulus lanjutan mendorong perlunya buku ajar
yang tidak hanya membahas teori tetapi juga memberikan
contoh aplikatif dan latihan soal yang relevan. Dengan
pendekatan yang sistematis, buku ini diharapkan dapat
menjembatani kesenjangan antara konsep teoritis dan
praktik pemecahan masalah yang kompleks.

Buku ajar ini disusun dengan tujuan utama untuk
menyediakan bahan ajar yang komprehensif, sistematis, dan
aplikatif dalam mendukung proses pembelajaran mata
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kuliah Kalkulus Lanjutan. Secara spesifik, tujuan
penyusunan buku ini adalah:

1. Membantu mahasiswa memahami dan menguasai
konsep-konsep lanjutan dalam kalkulus secara
bertahap.

2. Menyediakan contoh-contoh soal aplikatif yang
dapat mengembangkan kemampuan berpikir
analitis dan kritis mahasiswa.

3. Menyelaraskan materi ajar dengan capaian
pembelajaran mata kuliah (CPMK) dan Rencana
Pembelajaran Semester:(RPS).

4. Menjadi referensi utamabagi dosen dan mahasiswa
dalam proses .perkuliahan: dan pembelajaran
mandiri.

A. Sasaran Pengguna Buku

Buku ini ditujukan bagi mahasiswa semester 4 pada
Program Studi Pendidikan Matematika, serta program studi
lain yang memiliki mata kuliah Kalkulus Lanjutan. Buku ini
juga relevan digunakan oleh dosen sebagai bahan ajar utama
dalam perkuliahan serta oleh mahasiswa sebagai bahan
belajar mandiri. Selain itu, buku ini juga ditujukan bagi siapa
saja yang ingin mempelajari dan memperdalam konsep-
konsep Kalkulus Lanjutan secara sistematis dan aplikatif,
baik untuk keperluan akademik, riset, maupun
pengembangan kompetensi pribadi di bidang matematika
dan sains terapan.
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B. Peta Konsep

Berikut ini adalah peta konsep yang menggambarkan
struktur isi buku ini:

| KALKULUS LANJUTAN

|— Diferensial Parsial Orde Satu

| I— Fungsi Tunggal

| L— Fungsi Majemuk

|— Persamaan Bidang Singgung dan Garis Normal
|— Persamaan Bidang Singgung
|— Persamaan Garis Normal

|— Diferensial Total

| |— Orde Satu Fungsi Tunggal

| |— Orde Satu Fungsi Majemuk

| L— Orde Tinggi Fungsi Tunggal

|— Integral Lipat

| I— Integral Lipat Dua
| L— Integral Lipat Tiga

— Deret Fourier
|— Fungsi Gamma dan Beta
L— Transformasi Laplace

Setiap topik akan dikaji melalui pendekatan
konseptual, matematis, dan aplikatif yang berorientasi pada
pembentukan keterampilan berpikir tingkat tinggi (HOTS).

C. Capaian Pembelajaran Mata Kuliah (CPMK) -
Kalkulus Lanjutan

o Mata Kuliah: Kalkulus Lanjutan
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Semester: 4
Bobot: 3 SKS (Teori)

Pendekatan: Outcome-Based Education (OBE) dan
CASE Method

No| CPMK |Sub-CPMK| Aktivitas Indikator
CASE Keberhasilan
Method
1| Mampu Menjelas- C Mampu
menjelas- kan (Contextual): | menjelaskan
kan konsep | pengertian| Studi kasus | dan memberi
diferensial | dan rumus| fenomena |contoh konsep
parsial, dasar fisis atau |dengan benar
diferensial | masing--|teknikyang | dan relevan.
total, masing melibatkan
integral topik. kalkulus.
lipat, dan
transforma
si Laplace.
2 | Mampu |Mengguna- A Mampu
menganali- | kan rumus | (Analytical): | mengerjakan
sis fungsi | turunan Analisis soal-soal
multi- parsial dan| hubungan |analisis fungsi
variabel | total pada |variabel dari dengan
menggunak | fungsi satu| fenomena. | ketepatan =
an turunan |dan banyak 75%.
parsial dan | variabel.
diferensial
total.
3 | Mampu |Menghitung S Menyelesaikan
menerap- |volume dan| (Solution): soal-soal
kan massa Pemecahan aplikasi
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metode benda masalah |dengan benar
integral | mengguna-| dengan dan
lipat untuk |kan integral  model menggunakan
menyelesai | lipatdua [integral lipat.| pendekatan
kan dan tiga. yang tepat.
masalah
geometri
dan fisika.

4 | Mampu | Mengurai- S Memodelkan
menyusun | kan fungsi | (Solution): dan
represen- | periodik | Penerapan menyelesaikan
tasideret | menjadi |deret Fourier| soal deret

Fourier deret |dalam kasus Fourier
serta Fourier. nyata.  (dengan akurat.
menjelas-
kan
aplikasinya
dalam
pemroses-
an sinyal.
5| Mampu |Menyelesai- S Menghasilkan
menerap- kan (Solution): | solusi sistem
kan persamaan| Menyusun |dengan benar
transfor- | diferensial |solusi sistem dan
masi mengguna-| menggunaka | menjelaskan
Laplace kan n metode | langkahnya.
untuk |transforma-{transformasi.
menyelesai | si Laplace.
kan
masalah
diferensial
biasa.
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6

Mampu
mengevalu-
asi hasil
dan
langkah
penyelesai-
an soal
kalkulus
lanjutan
secara
Kkritis dan
reflektif.

Menganali-
sis
kesalahan
umum
dalam
proses
penyelesai-
an masalah.

E
(Evaluation):
Refleksi
terhadap
solusi dan
diskusi
kesalahan/
alternatif
pendekatan.

Menulis
evaluasi
pemecahan
masalah dan
merekomen-
dasikan
perbaikan
yang logis.

D. Rencana Pembelajaran Semester (RPS)

IL.

I. Informasi Umum

o Program Studi: Pendidikan Matematika

o Mata Kuliah: Kalkulus Lanjutan

e Kode Mata Kuliah:

e Semester: 4

« Bobot SKS: 3 SKS (3 Teori)

Capaian Pembelajaran

A. Capaian Pembelajaran Lulusan (CPL)

CPL-PM1: Menguasai konsep dan prinsip

matematika lanjut.
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CPL-PM2: Mampu menerapkan
matematika dalam pembelajaran dan
pemecahan masalah.

CPL-PM3: Mampu berkomunikasi ilmiah
secara lisan dan tulisan dalam bidang
pendidikan matematika.

B. Capaian Pembelajaran Mata Kuliah
(CPMK)

1.

Menjelaskan konsep diferensial parsial,
diferensial total, integral lipat, deret
Fourier, dan transformasi Laplace.

Menganalisis fungsi multivariabel
menggunakan diferensial parsial dan
total.

Menerapkan integral lipat untuk
perhitungan volume dan massa.

Menyusun deret Fourier dari fungsi
periodik.

Menerapkan transformasi Laplace untuk
menyelesaikan masalah diferensial.

Mengevaluasi  penyelesaian  masalah
kalkulus lanjutan secara reflektif dan
logis.
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III. Pendekatan dan Strategi Pembelajaran

e Pendekatan: Outcome-Based Education
(OBE), CASE Method (Contextual, Analytical,
Solution, Evaluation)

e Metode Pembelajaran: Diskusi interaktif,
problem-based learning, pemecahan masalah
kontekstual, studi kasus, presentasi
kelompok, evaluasi mandiri.

IV. Rencana Pembelajaran Mingguan (RPM)
Rencana Pembelajaran Mingguan (RPM) Kalkulus
Lanjutan - Semester 4

Ming| Sub- Materi Kegiatan Metode | Penilaian
CPMK Pokok/ [Pembelajaran, dan
(CASE) Strategi
1 |CPMK1| Pengantar | :Contextual:/| Ceramah, | Kuis awal,
Kalkulus Eksplorasi diskusi |partisipasi
Lanjutan aplikasi
kalkulus
dalam sains
2 |CPMK1 Fungsi Analytical: Diskusi Tugas
Multivaria- | Mengkaji | kelompok | tertulis
bel grafik dan
domain fungsi
3 |CPMK 2| Turunan Solution: |Pemecahan| Penilaian
Parsial Latihan soal | masalah | formatif
dan derivasi
4 |CPMK 2| Diferensial |Evaluation: Uji| Presentasi| Rubrik
Total Orde | pemahaman mini, refleksi
Satu lewat kasus | refleksi | dan kuis
kontekstual
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5 |CPMK 2| Diferensial | Analytical: Diskusi, Tugas
Total Orde | Penurunan latihan individu
Tinggi turunan mandiri
parsial
campuran
6 |CPMK 2| Diferensial Solution: Latihan | Kuis dan
Total Fungsi| Perhitungan | bertahap | latihan
Majemuk rantai dan terstruktur
substitusi
variabel
7 |CPMK3| Integral Contextual: Studi Penilaian
Lipat Dua | Volume dan kasus, formatif
area di bawah |latihan soal
permukaan
8 - L B I e e
9 |CPMK3| Integral Analytical: Diskusi |Tes singkat
Lipat Tiga | Massa benda [kontekstualdan latihan
3D dengan soal
kerapatan
variabel
10 |CPMK 4 |Deret Fourier] Contextual: Video Kuis
(Pengantar | Suaradan | interaktif, | reflektif
dan Konsep)| gelombang diskusi
periodik
11 |CPMK 4|Penyusunan| Solution: Latihan Tugas
Deret Menghitung | bertahap | individu
Fourier koefisien
Fourier
12 |CPMK 4| Aplikasi Evaluation: |Presentasi,| Penilaian
Deret Studi kasus refleksi | berbasis
Fourier dalam sinyal rubrik

dan
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pemrosesan
data
13 |CPMK5| Transfor- | Contextual: | Demons- Tugas
masi Laplace| Fenomena trasi formatif
(Konsep | eksponensial | interaktif
Dasar) dan osilasi
14 |CPMK 5 |Transformasi Solution: Diskusi, [Penugasan
Laplace padaMenyelesaikan| latihan |kelompok
Persamaan | ODE dengan |terstruktur
Diferensial Laplace
15 |CPMK 6|Evaluasi dan| Evaluation: Diskusi Rubrik
Refleksi Refleksi kelas dan | refleksi,
Pembelajaran proses refleksi | penilaian
berpikir dan sejawat
kesalahan
umum
16 - L0 e B P

Catatan Implementasi CASE Method:

Contextual: Materi dibuka dengan konteks nyata atau
aplikatif.

Analytical: Mahasiswa menganalisis bentuk matematis,
grafik, dan hubungan variabel.

Solution: Mahasiswa menyusun strategi penyelesaian
soal dan menerapkannya.

Evaluation: Mahasiswa mengevaluasi solusi,

menganalisis kesalahan, dan memberikan refleksi
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BAB 2
DIFERENSIAL PARSIAL ORDE
SATU

A. Fungsi Tunggal

Capaian Pembelajaran Bab Setelah mempelajari bab ini,
mahasiswa diharapkan mampu:

1. Memahami konsep turunan parsial fungsi satu
variabel bebas.

2. Menghitung turunan parsial pertama dan kedua dari
fungsi dua peubah.

3. Menerapkan konsep diferensial parsial dalam
menyelesaikan masalah matematika dan aplikasi.

1. Pengantar Konseptual

Dalam kehidupan nyata, banyak fenomena melibatkan
fungsi dari lebih dari satu variabel. Sebagai contoh, suhu di
suatu lokasi bergantung pada waktu dan tempat. Dalam bab
ini, kita akan membahas bagaimana perubahan nilai fungsi
yang melibatkan satu variabel bebas dapat dianalisis melalui
konsep diferensial parsial.

11
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2. Uraian Materi
a. Definisi Turunan Parsial

Jika adalah suatu fungsi dua variabel yang kontinu, maka
turunan parsial terhadap, dengan dianggap konstan,
didefinisikan sebagai: Begitu pula turunan parsial terhadap.
Diferensial parsial adalah penurunan sebagian, dan Fungsi
Tunggal hanya ada satu fungsi. Jadi, dapat disimpulkan
bahwa Diferensial Parsial Fungsi Tunggal adalah penurunan
sebagian yang dilakukan terhadap suatu fungsi. Pada
dasarnya, aturan pada diferensial biasa sama saja dengan
diferensial parsial.yang membedakan, pada diferensial biasa
hanya terdapat satu variabel itu. Sedangkan, pada
diferensial parsial terdapat lebih dari satu variabel pada
suatu fungsi yang kemudian jika fungsi tersebut diturunkan
terhadap variable tertentu'maka variabel yang lainnya
dianggap konstan.

Pengertian rumus
y=f)

. : cdy o fx+Axy) - f(xy)
Dif ferensial fungsi Ix Al}CrBO N

z=f(xy)

Diferensial fungsi menurut x, y dipandang sebagai konstan

6z . fx+Ax,y)—f(xy)
— = lim
0X Ax—0 A x

Diferensial fungsi menurut y, x dipandang sebagai konstan
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bz _ . fO+AYY) —fCy)
— = lim
8y  Ax-0 Ax

Notasi diferensial parsial:

0z

_ _9r _
g_fx(xry)_(gx_Dxf

Kita ketahui bersama bahwa simbol fungsi biasa yaitu:
y=f)
Sedangkan turunannya:
g dy
y =f'(x)= I
Pengertian parsial dapat didefinisikan sebagai turunan

sebagian-sebagian dengan simbol g—i , dimana simbol &

dibaca “do”

Misalkan sebuah fungsi y = f(x)

d
Turunannya = =
dx

Turunan parsialnya % (dibaca “do y per do x”)

Misakan sebuah fungsi z = f(x, y)

Maka diferensial parsialnya:
g—i &g—; (dibaca “do z per do x dan do z per do y”)

Mengandung makna:

6z
5 (diturunkan ke x,y dianggap konstan)dan

13
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0z

5y (diturunkan ke y, x dianggap konstan)

Jika suatu fungsi w = f(x, y, z), maka diferensial parsialnya
adalah:

éw dw ow
S5x' 8y’ 6z

Fungsi w adalah suatu fungsi yang variabel %, y, dan z.
dan jika fungsi w diturunkan terhadap x maka y ,z dianggap
konstan dinotasikan dengan i—:, jika fungsi w diturunkan

terhadap y maka x,z dianggap konstan dinotasikan dengan
Sw
sy

Begitupun jika diturunkan terhadap z
Jadi secara umum jika ada fungsi:

w = f(xq, X5, X3, ... Xp)

Maka diferensial parsialnya:

ow 6w Oow ow
Sx, 6x, 6x3" T Ox,

Contoh: Tentukan diferensial parsila dari fungsi berikut:

1. z=x3+y*

0z
2f 3,2
ox 3x
0z
— = 4y3
oy Y



zZ=Xxy

62_
ox

62_
Sy_x
w=x%+y3+2z*
6W_2

ox "
ow
— = 3y?2

oy Y
ow
— =473

0z d

= x3y? + 3xz% + 4y?z
ow
E_3X2y2+322
ow 5
5W—6 +4y?
5z XZTEY

Buku Ajar
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1

~ X2 + y? (%)

o x

C x2+y2

0z 1 1 1

v —1(5 (x* + y2)2> (2y)
Y (x? +y2)2

x24-y2(y)

__ Y
x? +y?

6. z=2x+72
X

0 (= n oy
5x a2
6z 1
oy «x
7. Jikau = xzty” buktikan bahwa

6u+ 6u+ 6u_0
Xox Yoy TP T

Jawab:
Su z 1
ox yz 'y
du 2y(yz) —z(xz+y?) 2y(yz) —uyz®? 2y-—uz
&y 02 R



Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

du  x(yz) —z(xz+y*?) x-—uz

8z (y2)? Tz
6u+ 6u+ Su 1+ Zy—uz+ X —uz
x6x y6y ZSZ_xy y vz z vz

1

=y—Z(xz+2y2 —uyz + xz — uyz)
1 2

=E(xz+2y —Uyz + xz — uyz)

1
= — QQuyz -2
57 (Qwyz = 2uyz)

=0
3. Ringkasan Bab

e Turunan parsial digunakan untuk fungsi dari
beberapa variabel.

e Turunan parsial pertama menghitung perubahan
relatif terhadap satu variabel.

e Turunan parsial kedua berguna dalam analisis
kurvatur dan optimisasi.

o Diferensial total menyatakan perubahan kecil pada
fungsi sebagai kombinasi perubahan variabel bebas.

Latihan Soal

1. Jelaskan dengan kata-kata Anda sendiri apa yang
dimaksud dengan turunan parsial suatu fungsi dua
variabel. Berikan satu contoh fungsi dan tunjukkan
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bagaimana Anda menghitung turunan parsial terhadap
masing-masing variabel.

2. Diberikan fungsi f(x,y) = x2 y + sin(xy).
a. Hitung turunan parsial pertama terhadap x dan y.
b. Hitung turunan parsial kedua terhadap x dan y.

c. Jelaskan makna dari hasil turunan parsial tersebut
dalam konteks perubahan fungsi terhadap
variabelnya.

3. Suhu pada suatu permukaan diberikan oleh fungsi T(x,
y) = 100 - x2 - y?, dengan x dan y dalam meter, dan T
dalam derajat Celsius.

a. Tentukan turunan-parsial pertama dari T terhadap
xdany.

b. Apa arti fisik dari turunan parsial tersebut pada titik
(3,4)?

c. Dalam arah manakah perubahan suhu paling cepat
terjadi pada titik tersebut?
B. Fungsi Majemuk
Capaian Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa diharapkan
mampu:

1. Memahami konsep fungsi majemuk dalam kalkulus
multivariabel.
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2. Menerapkan aturan rantai untuk menghitung
turunan parsial dari fungsi majemuk.

3. Mengidentifikasi variabel antara dan hubungan antar
variabel dalam suatu komposisi fungsi.

1. Pengantar Konseptual

Dalam kalkulus multivariabel, kita sering menemui fungsi
yang bukan hanya tergantung langsung pada variabel bebas,
tetapi juga melalui fungsi lain yang disebut variabel antara.
Untuk menganalisis perubahan nilai fungsi terhadap
variabel-variabel tersebut, digunakan aturan rantai (chain
rule). Topik ini penting karena banyak fenomena fisik,
ekonomi, dan rekayasa dijelaskan oleh hubungan kompleks
antar variabel.

2. Uraian Materi
Diferensial Parsial Fungsi Majemuk
a. x=r.cos@

y=r1.cos0

Tentukanlah diferensial parsial

or 09 or 00 ox oy ox oy 4
ox’ox’ oy’ oy’ ar’ or’ o6’ o0 !

Penyelesaian:

1) Turunkan ke x — y dianggap konstan
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or . 20
1= acos@ + r (—sin 9)5

— » | wv=uv+uv

0=Lsino + 0)2
=5 sin r (cos )(’)x

ar 20 .
Menentukan P dan P dengan cara determinan

Metode Determinan
Jila ada 2 buah persamaan linear {

aix + by +c1 = ,maka

a
am+ by +ea=
a
|_"-"L by a 4
PO byl bien —bacy dan v — %2 —Cal _ (tyCq — taly
ay by ayh; - ayh, ¥ a, by ahy=a.b,
(e b [ P
Sehinngga,
or a0
1=— r (—si -
o cos@ +r (—sin ) .
. , or
a, =cos0,b; = —rsinf,c; = 1dimanax = P dany =
a0
ox
ar . 26
0= asm@ + 7 (cos 0) "
, . or
a, =sinf,by = —rcos 8,c; = 0 dimana x = Py dany =
26
0x

Maka jelas untuk,



Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

1 —-rsin 6
oar _ |0 rsing | _ —r sin 6.0—7r cos 6.1
dx |COS 6 -rsind cos 6(r cos 0)—sin O(—r sin )

sin@ rsinf
r cos 6
r cos? 0 + rsin? 0

r cos 0
"~ 1r(cos? 0 + sin?0)
rcos 6
= Ingat!
r(1) . . .
rcos Identitas Trigonometri
= cos? 6 + sin® 0
= cosf

cos 6 1
Qﬁ__|ﬂn9 J _ cos 0.0—sin 6.1

dx  |cos8 -—Tsin®| T cos@(rcosf)—sinf(~rsinh)
sinf@ rcos@

sin 6
r cos2 0+7rsin2 0
sin @
r(cos2 f+sin? )
sin @
r(1)
sin @

r

2) Turunkan key — x dianggap konstan

0= cos6 +r(—sing) L
=3 cos r(—sin ) 3y
1= o+ gy 28
=% sin r(cos ) 3y
or
menentukan — dan — dengan cara determinan
dy dy
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ar _ |f _:;i)r;g _ rcosf.0— (—rsinf).1
~ Jcos@® -rsin@| o o
dy |Sin9 e cos 8 (rcos8) — sin(—rsin H)

r sin@

= 7 cos20 + r sin26
r sin@
- r(cos?6 + sin?0)
r sinf
~ (@

r sin@

T
=sinf
a6 |g?§g fl_ cosf.1—sin6.0

cos@ -rsinf| o o
dy |Sin9 e cos B (rcos ) — sin(—rsinH)

cos o

T c0s26+ r sin?%0
cos.6
r(cos?6 + sin?0)
cos®
BEYE)

cos @

r
3) Turunkan ke r — 6 dianggap konstan
0x
— =1.cosf +r(0) =cosf
ar

dy . :
—=1.sin6 +r(0) =sinb
ar

22
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4) Turunkan ke 8 - r dianggap konstan

0x

— =0.cosf +r(—sinf) =—rsinb

a0

dy

— =0.sinf +r (cosf) =rcosb

00

. Oor dx

Jadi, pr cos @ > = cos @
00 sin 6 dy _ .
ax r ar_SIrle
ar . dx .
a—smﬂ 50 = rsin @
00 _ cos@ dy
3y 59 = r cos O

b. x=1r sec@
x =71 secH
Penyelesaian:
x—1secd =0
y—rtanf =0
Langkah 1

e Fungsiditurunkan ke x = y dipandang sebagai konstan.

ar 00
1 :6_ secld +rsecO Xtan@ 6_

X X
0= rt 0 + 2969
—ax an T secC ax

23
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1 rsecO tan@ 2
ﬁ — | 0 rsec?6 — rsec”f
ox |sect rsecotant|  rgec2 @ (rcosf) —rsech tanZf
tan @ rsecZ6
= secH
secH 1 .
6_9_|tan9 0|_ —tanf _ sinf
ax_ |cos€ rsecHtan8 _—I'SEC9 - r
tan @ rsecZ0
Langkah 2
e Fungsiditurunkan ke y = x dipandang sebagai konstan.
or
0=—secH +rsech tan —
dy dy
or > a6
1=—tanf +r sec: 60—
dy dy
0 r'secftan
ﬂ_|1 rsec20 _—T'SGCQ__tang
ay - |sec6 rsecOtanf| rseco -
tan @ rsec2d
sec@ 0
6_9_|tan9 1|_ sect __1
ay_ |cos€ rsecftan®|  rgech = r
tan @ rsec26

e Fungsiditurunkan ke 8 — r dipandang sebagai konstan.

ox 9 tan g

59 — 7 secd tan

—_— 2

59 = T sec 0
Langkah 3

e Fungsi diturunkan ke r — x6 dipandang sebagai
konstan.
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ax_ p
pm = sec
6_3*] =tan 0

3. Ringkasan Bab

e Fungsi majemuk adalah komposisi dari fungsi-
fungsi.

e Aturan rantai digunakan wuntuk menghitung
turunan fungsi majemuk.

e Turunan parsial dari fungsi majemuk dihitung
dengan menjumlahkan hasil turunan setiap jalur

variabel.
Latihan Soal
1. Diketahui fungsi: z = x sin(y), dengan x = et dan y = t%.
Hitunglah turunan total dari z terhadap ¢, yaitu: dz/dkt.
2. Diketahui fungsi:
z =x?+y? dengan x = u? - v:dan y = 2uv.
Hitunglah turunan parsial: dz/0du dan dz/0v.
3. Buktikan bahwa jika:

z=f(x,y),x=rcos(0),dany =rsin(0),
maka berlaku:
0z/0r = 0z/0x - cos(0) + 0z/0dy - sin(0).

25
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BAB 3
PERSAMAAN BIDANG SINGGUNG
DAN GARIS NORMAL

A. Persamaan Bidang Singgung
Capaian Pembelajaran
Setelah mempelajari bab ini, siswa diharapkan mampu:

1. Menjelaskan konsep bidang singgung dan garis
normal pada permukaan 3 dimensi.

2. Menurunkan persamaan bidang singgung pada kurva
dan permukaan,

3. Menentukan persamaan garis normal pada kurva dan
permukaan.

4. Menerapkan konsep bidang singgung dan garis
normal dalam menyelesaikan masalah kalkulus
lanjut.

1. Pengantar Konseptual

Dalam kalkulus lanjut, pembahasan mengenai bidang
singgung dan garis normal sangat penting untuk memahami
sifat lokal sebuah permukaan atau kurva di ruang tiga
dimensi. Bidang singgung adalah bidang yang tepat
menyentuh permukaan di satu titik tertentu dan
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mempunyai arah yang sesuai dengan turunan permukaan
tersebut. Sedangkan garis normal adalah garis yang tegak
lurus terhadap bidang singgung dan menunjukkan arah
“normal” atau tegak lurus terhadap permukaan di titik
tersebut.

Pemahaman konsep ini sangat berguna dalam
berbagai aplikasi, misalnya dalam mekanika, fisika, dan
rekayasa, untuk menentukan arah gaya, refleksi, serta
analisis bentuk geometris.

2. Uraian Materi
Rumus-rumus yang digunakan:
Bila luasan z = f (x, y)dan Titik P = ( x1, y1, 1)

Persamaan bidang singgung melalui titik P ( x1, y1, z1) pada
luasan z = f(x,y) dapat ditentukan dengan rumus :

m 2y = (g—i) (c—x) + (Z—;) o=y

Dimana koefisien arah dari persamaan bidang singgung ini

adalah:
0z 0z
(3,3,
ox/p  \dy/,
Sedangkan persamaan garis normal melalui P ( x1, y1, z1)

pada luasan z = f(x,y)

(x_xl)_(y_Y1)_(Z_Z1)

@, &),

27
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3. Contoh Soal

1

Tentukan persamaan bidang singgung dan garis
normal pada luasan:

x% + y? + z? = 38 di titik P(5, 2, 3)
Penyelesaian:

Pertama-tama fungsi luasa dirubah kedalam
bentuk:

z =438 —x?% —y?
Kemudian tentukan turunan parsil dari z ke x
0z —Xx
ox {38 — x%— y?

Selanjutnya subtitusi titik P (nilai x dan nilai y)

()0 s

ox) " 38 —52—22

Diperoleh nilai

0z -5 5 5
e = = R
Kemudian tentukan turunan parsil dari z ke y
0z

@ /38— x%— y?

Selanjutnya subtitusi titik P (nilai x dan nilai y)
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(82) _ -2
dy) " 38— 52 — 22

Diperoleh nilai

(62) B -2 22
dy/)’ Vy38-25-4 9 3
Sehingga diperoleh Koefisien Arah dari luasan:
(-2-1.-1)
3’ 3’
Selanjutnya Persamaan Bidang Singgung dengan

Luasan z melalui titik P(5,2,3) dapat ditentukan
dengan menggunakan rumus :

Z—12z, = (%)P (x —x;) + (Z—;) v —y1)

P
5 2

7-3=-2(-5-30-2)

3z+5x+ 2y =38

B. Persamaan Garis Normal

Demikian pula Persamaan Garis Normal luasan z melalui
titik P(5,2,3) dapat ditentukan dengan menggunakan rumus:

(x_x1)_(y_)’1)_(Z_Z1)

@, &), ™
x-5_0-2_@-3)
_32 _2 -1

3 3

29
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Selanjutnya disederhanakan dan diperoleh bentuk
persamaan garis normal:
6(x —5) =15(y —2) =10(z - 3)
Contoh soal:
1) Tentukan persamaan bidang singgung dan garis normal
pada luasan: = + 2 + 2 = 1 di titik P(~2,2,1)
Penyelesaian:

Pertama-tama luasan tersebut dirubah ke dalam bentuk

fungsi z

X2 y? 72
4+ =1
16+8+4

x? + 2y% + 4z% = 16

Sehingga diperoleh bentuk:

1
z =E\/16—x2 —2y?
Kemudian tentukan turunan parsil dari z ke x,diperoleh
bentuk:

62_1 1 —2x X
6x_2'2'\/16_x2_2y2_4z

Selanjutnya subtitusi titik P (-2, 2, 1),diperoleh hasil:

(62) B 2 _1
ox/p 41 2
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Kemudian tentukan turunan parsil dari z ke y, diperoleh
bentuk:

Jz 11 —4y Ty
oy 22 [16—x2—2y7 2z

Selanjutnya subtitusi titik P(-2, 2, 1), diperoleh hasil:
0z -2

(3, -5
dy/, 21

Sehingga Koefisien Arah dari luasan tersebut: {% ,—1, —1}

Persamaan Bidang Singgung luasan z melalui titik P(-2, 2, 1)
dapat ditentukan dengan menggunakan rumus:

mzy = (g—i) (c—x) + (Z—;) o=y

1= G+ -5 -2)
z =5 >
Selanjutnya disederhanakan, sehingga diperoleh bentuk
Persamaan Bidang Singgung:
—x+2y+2z=8

Sedangkan Persamaan Garis Normal luasan z melalui titik
P(-2, 2, 1) dapat ditentukan dengan menggunakan rumus:

(x — x1) _ ¥y —y1) _ (z—21)
., &),

Diperoleh bentuk persamaan Garis Normal:
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2x+2) (y—-2) (z—-1)

1 -1 -1
2) Tentukanlah Persamaan Bidang Singgung dan Garis
Normal pada parabolaida x2+y?—z2=

18 di titik P(3,5, —4).
Penyelesaian:
Pertama-tama luasannya dirubah ke dalam bentuk z
x?+y?—2z2=18
z2=x*+y%2—-18
z=x*+y2—z%= 18)%

1
%:%.(x2+y2—zz=18)—5(2x)=

X

V(x24+y?-2z2=18)

(62) B 3 vi 3 _ 3 _3
0x/p 32+52—-18. VJ9+¥25=18 +16 4

dz\ _ 1 2 2 .2 _ - — Y

(ay)P T2 (X + y Z = 18) i (2_’)/) - V(x2+y?-2z2-18)
(62) B 5 B 5 _ 5 _ 5
Ox/p /32+4+52—-18 VJ9+25—-18 16 4

Koefisien Arahanya {% ,2, —1}

Persamaan Garis Singgung

ymzy = (Z—i)P (c—x) + (jj—;)P o=y
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(z+9)=2(=3) (-5
4(z+4)=3(x—-3)+5(k—-5)
47+ 16 =3x—9+ 5y —25
3x+5y—4z—-16—-34=0
3x +5y+4z =50

Persamaan Garis Normal

(x_x1)_(y_3’1)_(z_z1)

(g_)ZC)P (g_;)la -
(x-3)_ (-5 _G-n)
3 > -1

4 4

20(x—3)=12(y —5) = —15(z+ 4)

3) Tentukan persamaan bidang singgung dan persamaan
garis  normal dari luasan = x2%y? + 4x%y =
z di titik Q(—1,2,2)

Penyelesaian:
z = x%y? + 4x%y

0z
P 2xy? + 8xy

X
(Z_Z) =2(-1).(2)*+8(-1).(2)
xX/q

= —8-16
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= —24
0z
3y = 2x%y + 4x?

0z

=) =2(-1)%(2) + 4(-1)?
(52), =202 @ + 4D
=444
=8
Koefisien Arah {—24, 8, —1}

Persamaan Bidang Singgung:

zZ—2z = (g—i)P (x —xy) + <§§) v —y1)

P
z—2=-24(x+1)+8(y—2)
z—2=—24x—24+8y —16
24x —8y+z=-24—-16+2
24x — 8y +z=—-38
Persamaan Garis Normal:

(x—xl)_(y—yl)_(z—zl)

@, &),
x/q ayQ

x+1 y—-2 z-2
24 8 -1
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4) Tentukan persamaan bidang singgung dan persamaan
garis normal dari luasan z=3x%-—x%y®+
y2di titik C (2,2,4)

Penyelesaian:

62_6 2?2
3y " X xy

(S—i)c = 6(2) — 2(2). (2)?

=12-16
= —4

0z

50 = —2x%y + 2y

y
0z
<@)C = _22%(2) +2 (2)

= —16+4
= —12
Koefisien Arah: {—4,—12, -1}

Persamaan Bidang Singgung:

S L

0x c
z—4=—-4(x-2)+(-12)(y — 2)
z—4=—-4x+8—-12y + 24
dx+ 12y +z=8+24+4
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4x + 12y +z =36
Persamaan Garis Normal

(x_x1)_(y_3’1)_(z_z1)

® 6,
(x-2)_(-2)_(z-4
-4 —-12 -1

5) Tentukan persamaan bidang singgung dan persamaan
garis normal dari luasan Z =arctanx? +
y2di titik A(2,1,2)

Penyelesaian:
% = ! .2x
ox 1+ (x?+y?)?2

2x

T 1+ (xt + 2022 + 4y

0z 2(2)
(&)A T1+ (@ + 2212 + (DY)
4
“1+16+8+1
4 2
~26 13
0z 1
ay Traziynr
2y
"1+ (cf + 2222 + %)
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0z 2(1)
(a_x)A T1+ (@ + 2222 + (DY)
2
“1+16+8+1
2 1
26 13

Koefisien Arah: {1i : 1}

37137

Persamaan Bidang Singgung:

2-n=(5) G- +(3) 0w

2 1
Z—ZZE(X—2)+1—3(}/—1)

5= 2 LI L (x13)
—2=—=x——+—=y——=..(X
z 13 137137 T 13

=13(z—-2)=2x—-4+y—1
=13z—-26=2x—-4+y—1
=—-2x—y+13z=—-4—-1+26..(x—-1)
=2x+y—13z=-21

Persamaan Garis Normal

(x_x1)_(y_3’1)_(z_z1)

@, &),
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A W

13 13
13(x—2)_13(y—1)_z—2
2 B 1 -1

13(x—=2)=26(y—1) =-2(z—2)

Latihan Soal

1. Diberikan permukaan: x2 + y2 - z

Tentukan persamaan bidang singgung dan garis normal
pada titik: P (1,-1, 2) P(1,-1,2).

2. Kurva parametrik r (t).=(, t 3, sin t) r(t) = (t, t3 ,sint).
Tentukan persamaan bidang singgung pada titik t= 0

3. Tentukan persamaan;bidang singgung dan garis normal
pada permukaan:

z = x2 + 2z = x2 +y2 dititik (1,2, 5) (1,2,5).

4. Permukaan F (,y,z)=xyz- 1. Tentukan persamaan
bidang singgung pada titik P (1,1, 1) P(1,1,1).
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BAB 4
DIFERENSIAL TOTAL

A. Orde Satu Fungsi Tunggal
Capaian Pembelajaran Bab
Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa mampu:

1. Menjelaskan pengertian diferensial total orde satu
dari fungsi tunggal.

2. Menurunkan bentuk diferensial total orde satu dari
fungsi satu variabel.

3. Menerapkan konsep diferensial total dalam
penyelesaian masalah estimasi perubahan nilai
fungsi.

4. Mengintegrasikan pemahaman diferensial dalam
konteks yang lebih luas pada kalkulus multivariat.

1. Pengantar Konseptual

Dalam kalkulus lanjut, konsep diferensial tidak hanya
mencakup perubahan nilai fungsi terhadap satu variabel,
tetapi juga bagaimana fungsi berubah secara lokal terhadap
perubahan Kkecil pada variabel tersebut. Diferensial total
memberikan pendekatan linear terhadap perubahan fungsi,
dan sangat berguna untuk memperkirakan nilai fungsi
ketika perubahan variabelnya kecil. Dalam konteks fungsi
tunggal, diferensial total orde satu memberikan gambaran
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bagaimana nilai fungsi berubah berdasarkan turunan
pertama dari variabel bebasnya.
2. Uraian Materi
Bila fungsi z=f(x,y), maka diferensial totalnya dituliskan:
dy = (GZ)d N (02)d
2= ox) T \ay) P
Bila fungsi w=f(x,y,z), maka diferensial totalnya dituliskan:
dw = (GW)d N (6w>d 4 (GW)d
= 0x x ady y dz z

Bila fungsi s=f(p1, p2, p3 ..) maka diferensial totalnya
dituliskan:

d (as)d +(as)d +(as>d + +<as)d )
S =— v - R ves -
apl pl apz p2 ap3 p3 apn pn

Contoh:
Tentukan diferensial total fungsi berikut:
a. z=xy*+3x%y

Jawab:

z =xy?+3x%y

dy = (62) dx + (GZ)d
= \ox X dy y
= (y? + 6xy)dx + (2xy + 3x%)dy

b. p = Inxy?z

Jawab:
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9 9 9
dp‘&ﬁ%”+Q£%W+(£>”

1
xy (y%z)dx + — (nyz)dy + 2 (xy®)dz
1 2 1
= (—)dx+< )dy+< >dz
x y
u=e* +3t
Jawab:

u =e* +3t
d (&ﬁd +(mﬁdt
T AR PP
= (xex )dx + (3)dt

3. Ringkasan Bab

e Diferensial total orde satu menggambarkan
perubahan linear fungsi terhadap perubahan kecil
inputnya.

e Rumusdasar: df=f"(x) dx

e Digunakan untuk pendekatan nilai fungsi, analisis
kesalahan, dan estimasi lokal.

e Aplikasi luas dalam sains dan teknik terutama
ketika fungsi tidak dapat dihitung secara eksak.
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Latihan Soal

Tentukan diferensial total dari fungsi-fumgsi berikut;
1. z =57+

2. z=arc cos%

1
3. u=,xyz — Uu = Xyz2

4, z=6xy%+2x3y

5. z=e¥—e™Y

6. w=3/x3+y3+23

7. z=e"
ol o1 E
g g—-y_y ¥y Aly _ x(xy-1) | x%y—x
: y— 2o (2R ElyGy=n | xyi-y

9. z=sin(x.In|y|)
Tentukan diferensial total dari fungsi-fumgsi berikut;
10. z = 57°v+x
11. z=arc cosi2
y

1

12. u = /xyz - uu = Xyz2
13. z = 6xy? + 2x3y

14. z=e* —e7Y

15. w=Yx3+y3+23
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16. z = e
ol o1 a1
17 7= ¥ ¥_ ¥ _ x(xy-1) _ x%y-x
AT, T xy 17T xy-1 T 1) xv2—
P ylxy-1)  xy2-y

18. z = sin (x.In|y|)

B. Orde Satu Fungsi Majemuk
Capaian Pembelajaran

1. Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa mampu:
Menjelaskan konsep fungsi majemuk dalam kalkulus
multivariabel.

2. Menurunkan bentuk diferensial total dari fungsi
majemuk.

3. Menerapkan aturan rantai (chain rule) dalam
menghitung diferensial total.

4. Menggunakan diferensial total untuk mendekati
perubahan nilai fungsi majemuk.

1. Pengantar Konseptual

Dalam kalkulus lanjut, banyak fungsi yang bergantung pada
lebih dari satu variabel, dan kadang fungsi tersebut
merupakan komposisi dari beberapa fungsi lainnya.
Diferensial total fungsi majemuk digunakan untuk
menghitung perubahan nilai suatu fungsi terhadap
perubahan kecil pada beberapa variabel yang saling
bergantung. Konsep ini penting dalam memahami hubungan
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antar variabel dan peran aturan rantai dalam proses
diferensiasi.

2. Uraian Materi

Diferensial total fungsi majemuk merupakan penurunan
menyeluruh dari suatu fungsi yang diwakili oleh beberapa
fungsi. Ada beberapa bentuk turunan sebelumnya yang

harus dipahami untuk menyelesaikan permasalahan
0z

. Ly ., dy 0z
diferensial ini, yaitu ' 9n dan %
Jika kita memiliki y = f (x), maka dapat ditentukan %
yang berarti turunan y terhadapx. Dan jika kita memilih Z =
f (xy) yang berarti suatu fungsi Z terdiri atas dua variabel

. : d dz d N
yakni x dan y, maka dapat ditentukan é, dan é. ﬁ memiliki

arti bahwa suatu fungsi' Z /diturunkan terhadap x dan y

. . / d it o
sebagai konstanta. Begitupun sebaliknya, ﬁ memiliki arti

bahwa suatu fungsi Z diturunkan terhadap y dengan x
sebagai konstanta.

Berikut beberapa bentuk dari Diferensial total fungsi
majemuk.

Jika:
Z=f0»., _
y=g(x) 2=k

Jika kita memiliki dua fungsi seperti diatas, dan
variabel y pada fungsi Z digantikan dengan nilai dari suatu
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fungsi y dalam x, maka sebenarnya fungsi Z adalah suatu
fungsi dalam x.

Diferensial totalnya dituliskan:
dz _ (92) , (97) (%2
E - (6x) * (63/) (Ox)
Atau kemudian bisa diselesaikan dengan metode lain

yaitu dengan cara melakukan subtitusi nilai fungsi ke dalam
variabel dahulu. Kemudian berikutnya baru dilakukan

penurunan.
Jika:
Z=fxy)
x=g() |Z=f()
y=h(t)

Diferensial totalnya dapat dituliskan:

7= GGG

Jika:
Z=fMxy)
x=g(rs)|Z=f(rs)
y=h(r,s)

Diferensial totalnya dapat dituliskan:
7= GG GG
=G E) -G @)
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3. Contoh Soal:
1) Tentukanlah diferensial total jika diketahui
Z = xy?
y = 2X
Jawab:

0z _

0z
2 - =
P) y dan 3 = 2Xy

9y _

ax
Sehingga;
0z _ (92}, (97 (%
ax (ax) * (ay) (ax)
0z

- = 2

2= (y3) + (2x) (2
0z

— =vy2

=Y + 4xy

a
—=y (y+4x)

2) Tentukanlah diferensial total jika diketahui
Z = xy? + x2%y
Xx=t
y =2t
Jawab:
9z _

d
™ y2+2xydan£:2xy+x
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0z _ 6_y_

P 1 dan Pl 2

Sehingga;

0z _ (92) (%), (22) (%
at (ax) (6t) * (ay) (at)
% = (y2+ 2xy) + (4xy + 2x)
)

a—i =y? + b6xy + 2X

% = (2)2 + 6 (t)(2t) + 2(t)

%z _ 42 + 1282 + 2t
at

%2 _ 16tz + 2t
at

3) Diketahui:

S Qe
Z Sy +oxy
X=1r—S
y=r+s

Tentukan:

0z

0z
— dan
ar as
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ox 1d dy 1
ds an ds
Sehingga,
0z _ (9z) (9x 9z\ (%
; - (ax) (ar) T (ay) (67’)
0z
F (yx*) (1) + (xy*) (1)
r
0z
9z _ 2 2
5= x)+ (%)
d
a—i = —-5)Tr+5)?*+ @ +s)r—s)?
d
a—i = —s)@?42rs +52)+ (r + s)(r — s)?
a
a—i = —s)T?+2rs+sB) A (r+5s)(r? + 2rs + 52)
a
6_72’ =3 +1r2s st =)+ (3 —1ris—rs?+53)
0z
02 53 _ 9.2
3 2r 2rs
Dan,
0z _ (9z) (9x 9z\ (dy
g - (ax) (65) + (63/) (65)
0z
Frie x)(=D + (xy»(=1)
0z
92 _ 2 _ .2
5= VX Ty
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?= r+s)r—=5)?*+ @ +s)(r—s)?
S
Z_j = —5)a?—=-2rs+s%) —(r+s)r —s)?

0z
Fre (r+s)r?=2rs+s2)—(r—s)a?+2rs +s?)

0z
F (3 —1r?2s—1rs?+53) — (r3+12s —rs? —s3)
0z
P 253 — 2r?s
s

4) Tentukan diferensial total jika diketahui

Z = xy?

y = 2x

Jawab:

Jz p 0z )
ox ) 4 dy Xy
L_ 2

dx

Sehingga;

dz _ (02) | (92 (&
E - (ax) + (63/) (dx)
dz

— = (y? 2 2
— =0+ @@
dz + 4

dx y Xy
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dz = + 4
=Y+
5) Tentukan diferensial total jika diketahui

z = xy?+x%y

x =1t

y = 2t

Jawab:

07 _ )2 +2xy,d 62—2 +
ax—y xy,dan ay_ Xy +x
& _ 1dan @y _ 2

dr dt

Sehingga;

dz _ (97) (dx\ |, \(92) (42

dat (ax) (dt) \A (ay) (dt)

dz

= = 07+ 20 (D+(2xy + 1) (2)
dz

Frie (v + 2xy) + (4xy + 2x)

2 _ e + 6xy + 2

dt Y Xy X

dz

Fre (20)% + 6()(2t) + 2(t)

dz
— = 4t% + 12t% + 2t
dt
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dz _ 16t% + 2t
dt
Diketahui:

_1 3,1 3
Z—3yx +3xy

X =1r—=s

y=r+s

Tentukan:

dz p 0z

ar an ds

Jawab:

0z v’ d 0z o,

ax—yx an ay—xy

0x dy

5 =1dan W =1

0x y

i —1dan Pl 1

Sehingga;

0z _ (02) (%) | (32 (&

a_r - (ax) (dr) + (ay) (dr)

dz 5 5

— = X)W + Gy
T

dz

== (yx?) + (xy?)
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0z

== (r—s)r+s)?>+ @ +s)(r—s)?
Z—iz(r—s) (r? + 2rs+s2) + (r+s) (r? — 2rs + s?)
Z—i = (r3+r%s— rs? —s3) + (r* — r?s — rs?+s3)
92 _ 5.3 _ 5.2

Pl 2r 2r

Dan,

0z _ (dz\(0x az\ (dy

e o) () * (ay) (5

2

a_z = (yx*)(-1) + (xy»@)

0z

2 2
— =X —_
3 XY yx

%:(r+s)(r—s)2—(r+s) (r-s)2

% =(r+s)(r? — 2rs+ s2) = (r - s)(r%+ 2rs + s?)

0z 3_ .2 2, 3 3, .2 2_ 3
&:(r —7r°s —rs“+ s5°) — (r’+r°s — rs°—s°)
0z

&=253—2r25

4. Ringkasan Bab

e Fungsi majemuk melibatkan komposisi dari
beberapa fungsi.
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e Diferensial total fungsi majemuk menggunakan
aturan rantai untuk menurunkan perubahan nilai
fungsi terhadap variabel bebas.

e Aplikasi dalam estimasi perubahan fungsi
multivariabel.

Latihan Soal
Tentukan diferensial total fungsi majemuk berikut:

1. w=2x%2—xyz+5

x =5t
y=t’

2. w=sin (x+y)
x = e5?
y=et’

3. w=x-y2%-z3

X = ST + St?

y = rst + s2
z=e(t=9) _srt
u=r2+s2+t?

x+y
x=y

X =6t
z = f(t)
y=2t?

4, z=
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5 w= ex2+y2+zz

x=sint
y=cost | w=f(t)

z=tant

6. w=In/x2+ y?2

T
X= arc tan ;

y=4r2s + 3rs?

9z 9 : . S
7. Tentukan a—i, a—j dari fungsi fungsi berikut :

a. z=10¥2""

x =Inest"

y=(s+r) Ine’™"
b. z=x?%+y?
x=1Ine(s?-1?)
y=(s?+r%)Ine
8. Tentukan diferensial totalnya:
a. xyz+xy?+zx?
x=Int
z = f(t)
y=1tgt
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b. u=cosx?y3

2,t

x=s’e
u = f(st)
y = t225
c. u=3y.e %

x=1In (2r + 2s + 2t)

u = f(r,s,t)
y =arc tg (Vrst

9. Tentukan dervatif total dari fungsi fungsi majemuk

berikut:
a. w=2x%—xyz+5
x= 5t
y=t’
b. w=sin (x+Yy)
x = e5?
y=et
c. w=x—y*-23
X = sr+st?
y =71st +s?
z =elt=S) —gsrt

U =r2+s?+t?

55



56

Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

C. Orde Tinggi Fungsi Tunggal
Capaian Pembelajaran Bab
Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa mampu:

1. Menjelaskan konsep diferensial total orde tinggi dari
fungsi tunggal.

2. Menurunkan bentuk diferensial total orde dua dan
lebih tinggi.

3. Membedakan antara diferensial orde pertama dan
orde tinggi.

4. Menggunakan diferensial orde tinggi untuk analisis
perubahan fungsi-dalam pendekatan Taylor.

1. Pengantar Konseptual

Diferensial total orde pertama-. sering digunakan untuk
memperkirakan perubahan nilai fungsi akibat perubahan
kecil pada variabelnya. Namun, untuk pendekatan yang
lebih akurat terutama saat perubahan variabel cukup besar,
diferensial total orde tinggi menjadi penting. Konsep ini
berkaitan erat dengan pengembangan deret Taylor dan
digunakan untuk analisis kurva dan fungsi dalam berbagai
aplikasi matematika lanjutan.

2. Uraian Materi

Misalkan Z= f( x, y)

9 ] 1
Diferensial total orde 1 dz = (5 dx + ady) f
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Diferensial total orde 2 d? —(id +id)2
iferensial total orde z =\5;ax 6yy f

= g dx? + dxdy dy

Diferensial total orde 3:
3, _ (2 CIFRY
d3z -(axdx+ aydy) f
=2 03+ 328 gyaxt + 2L g 2dx + 2 d
~ 9x3 929y y *ox Zd y y

i i n, (9 9
Diferensial total orde n d"z = (ax dx + 3y dy) f
3. Contoh Soal:

a. Diketahuiz = e***>*, Tentukan d?z

Penyelesaian:

d?z = (s dx + aidy)zf

9%z 2z
= ——dx? 2— dydx + " dy?

2 2
Z=ex +y

Z =2 xeX' Y

9z
a
0%z 2 .2
ﬁ=2xex ty (2+4x2)
a 2

2 = ye**ty

ay
02 24 4,2
2L =2 yer Y (24 4y)
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d?z = e***+V* (2 + 4x?) dx?
=2e¥ Y% (4xy) dydx + e*" ¥ (2 + 4y?) dy?
=2e¥" 4 (14202 da? + (4xy) dydx = (1 +
2y*) dy®}
b. Diketahuiz = ln\/ﬁy4
Tentukan: d?z

Penyelesaian:
2, _ (9 2 )2
d?z = (axdx+ aydy) 7
PN, - 9%z 4 2
= dx“+ zaxay dydx,+ 557 dy

Z=1Iny/x3 +y*

9 1 10 33 x?

ax Vx3+y* 2 Va3 +y*t T2 x3+y*+

0 1 1 43 y3

—= = Y
0y  Jx3+y* 27 \[xB4+yt x3+y*

9%z _ 3 2x (F+yH-x2(3x%) _ 3 3x*-2xy?

ox? 2 x3+yt T 22(x3+y%)?
9z _ 2 3y (C+yh-y2ax®) _ ., 3x3y?-y°
9y? (x3+y*)? (x3+y*)2
0%z _ ., 0@ ty-yiExd) | a%y?
axdy (x3+y%)2 - (x3+y4)2
3 x*-2y* x2y3 3x3y2— y6
0%z =-3 dx? — 12 dydx + X2
2 (x3+y4-)2 (x3+y4)2 y (x3+y4_)2

dy?
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c. Tentukan dzjikaz = 3

of 1 %f
x y ax2
af  -x ’%f 1
ay_y3 6x6y_ y2
9%f  2x
ay?  y3
0x—x0
9z =2 > 4
y

d?z = ;—f 0x0y + i—’; 0y?

4. Ringkasan Bab

e Diferensial total orde tinggi mencakup turunan
kedua, ketiga, dan seterusnya.

e Berguna dalam pendekatan deret Taylor untuk
memperkirakan nilai fungsi.

e Memberikan estimasi lebih akurat terhadap
perubahan nilai fungsi.

Latihan Soal

1. Diketahui f(x) = cos(x). Hitung df, d°f, dan d*f di x = 0
dengan dx = 0.1.

2. Jika f(x) = In(1 + x), tentukan df dan d*f di x = 0 dengan
dx = 0.05.

3. Diketahui f(x) = sin(x), hitung pendekatan f(0.1)

menggunakan deret Taylor sampai orde ketiga.
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4.

Jika f(x) = x* - 3x + 2, hitunglah d*f dan d*f di x = 1 untuk
dx=0.2.
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BAB 5
INTEGRAL LIPAT

A. Integral Lipat Dua
Capaian Pembelajaran Bab

Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa diharapkan
mampu:

1. Menjelaskan konsep integral lipat dua dan lipat tiga.

2. Menentukan daerah integrasi dan menyusun batas-
batas integral.

3. Menghitung nilai integral lipat dua dan tiga pada
berbagai bentuk daerah.

4. Menerapkan koordinat polar, silinder, dan bola
dalam menyelesaikan integral lipat.

5. Menggunakan integral lipat dalam aplikasi nyata,
seperti menghitung volume dan massa.

1. Pengantar Konseptual

Integral lipat merupakan bentuk perpanjangan dari integral
satu variabel ke dua atau lebih variabel. Jika integral satu
variabel digunakan untuk menghitung luas di bawah kurva,
maka integral dua variabel digunakan untuk menghitung
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volume di bawah permukaan, dan integral tiga variabel
menghitung volume dalam ruang tiga dimensi.

Konsep ini sangat penting dalam berbagai bidang ilmu
seperti fisika, teknik, ekonomi, dan statistik, di mana kita
perlu menghitung nilai total dari fungsi yang tergantung
pada lebih dari satu variabel.

2. Uraian Materi
Integral Lipat Dua

Pengertian integral lipat dua ditulis dalam bentuk:

y2
x2(¥)

jf £ 3 dxdy

y1

x1(y)

lalah pengintegralan pertama dilakukan terhadap x
dengan memandang f(x,y).sebagai  fungsi dari x, dan y
dianggap tetap (konstan), sedang-batas integral yaitu x1(y)
ke x2 (y), kemudian hasil pengintegralan pertama
diintegrasikan terhadap y dengan batas integrase dari y1 ke

y2.
Bila integral diberikan dalam bentuk:
x2 Y2(x)

f(x,y)dydx

x1 yi(x)

Maka pengintegralan pertama dilakukan terhadap y
dengan batas yi(x) ke y2(x), kemudian hasilnya
diintegrasikan terhadap x dengan batas x1 ke x2, kemudian
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hasilnya diintegralkan kembali terhadap y, dengan batas c
sampai.

Contoh:

Hitung integral lipat dua berikut:

2 2
a. [, J (x—3y*dydx

Jawab:
2 2
:fo Xy —y3|1 dx
= [2(2x - 2%) — (x — 13)dx

= [7(2x = 8) — (x — Ddx

= foz(x — 7)dx
= (Exz — 7x) (2)
=-22-72-0
=~.4—14
=2-14
=-12

b. [ [, (xy?)dydx
Jawab:

2
= fl gxyglé dx
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= [/ 3x12 = 0dx
= fféx dx
1. 2]2

B

:—x2
6

C. f_24 f;2+4(2x2 — 3y3)dydx
= [2,(2x%y —y®)| 4, dx
= f_24(2x2(x) — @)3) — (2x%(x? +4) — (x* + 4)*)dx
= f_24(2x3 —x3) = (2x* +8x% = (x? + 4)3)dx
= f_24x3 —2x* — 8x? + (x? + 43dx
= [ 2% — 2x* — 8x% + (x)3(4) + 3(x)4* + 43 dx
= [, x% — 2x* — 8x% + x° + 12x* + 48x® + 64 dx
= [7,x® + 10x*+ x3 + 40x% + 64 dx
= (327 4205 + 22t + 20 + 64x) | 2,
= (; @7 +2(2° +: @ +2 (@)% + 64(2)) G+

2(=4)° + 3 (-0)* + 2 (-4 + 64(—4))
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4224 128) (1638‘*+2( 1024) + £ (256) +

2 (-64) + (—256))

- (196 + ﬁ + % 4 1638 | 5048 — 64@ n 256)
- 2436 + 16512 + 28380
- 51156 + 49536 + 8640 — 109332

21 21 21 21

0 (2
d. [, [y, (cy)dxdy

Jawab:

T

y) |y+1 dy

=12 G@?y)-Go+ %) dy

0 1
=/ ,2y* =S (y*+2y + Dydy

= (% oy3_1,2 1
=2y =y +y+ody

-ty by )

Go*-

SO 4302 +30) - GED D+

FCDI (D)
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0 2
Jawab

2 xz y%
=) (F) o 4y
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B. Integral Lipat Tiga
e Untuk fungsi tiga variabel.

e Analog dengan integral lipat dua, integral lipat tiga
pada daerah
B={(x,y,2)la<x<bc<y<dr<z<s}

o Jika fungsi fff kontinu pada daerah B, maka

f[1.7ce.v. a0 =[] e, 2)dzavas

e Teorema Fubini juga berlaku.
Contoh:

Hitunglah
[[[8xyzav, B=[2,3]x[1,2]x[0,1]
B

Jawab:
ﬂ;_[ BxyzdV = L-’ j; 'f:) 8xvz dz dx dy

23 .t
=I J. 4.\‘12" dxdy
g ¢

- J'lz .f: dxy dx dy

= I “2xty
i ]

- ["10pay

3
dy

S12
=5v’|
% 1

=15
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Seperti halnya integral lipat dua, integral lipat tiga dapat
juga berlaku pada daerah umum E.

1. JenislI
E={(xy2)|(xy) €D u(x,y) <z<ux(xy)}
Jadi:

13 (x,y)

.”J-f(x’y’z)d’/ =” J.f(«‘C,y,Z)dz dA.
E

D | v (x,y)

Daerah D dapat berupa (Ingat integral lipat dua):
a. Segiempat,D = {(x,y)|la< x < b,c <y < d}.

b. Daerah jenis I, D = {(x,y)la < x < b,gl(x) <y <
92(x)}.

c. Daerah jenis. II. D ={(x,y)lc<y<d h(y)x<
h,(¥)}.

E={x,y2)|(xy) €D,u(x,y) <z=<u(x,y)}

12
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Contoh hitunglah:

f[f2xar

dimana E adalah daerah di bawah bidang 2x + 3y +
z = 6 pada kuadran pertama

n
rrrrarrrrrrrrrrrrrrrrrororoi

-1 1 2 d 4

0<z<6-2x-3y

0<x<3 ‘ 0<x<-2y+3

0<y<—2x+2

f[f2war = ]Dj[‘*- 2 ]4.4

.=

0<y<?2

wlu

-3y)dydx
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X
—_—N+2

(12.\'_\' —4x’y =3xy° )l i dy

)

o 0
3

4 5
= I —x —8x% +12xdxy

Jo 3
/1 \3

4 3 2
=l —X -+ 0X
- 2

3 3 J

\

=9

0

2. JenislIl
E={(xy 2|2 €Du(xz) <y <u,(x,2)}
D dapat berubah (1) (2) dan (3) seperti di jenis I

)
o

Contoh hitunglah:

dimana E adalah benda pejal yang dibatasi oleh y =
2x% 4+ 2z*dan bidangy = 8
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2x2+2z22=8 =) x?2+z2=4
x =rcosf
z=rcos6
2x2+2z2<y<8
0<r<?2

0<0<?2nm

Iﬂw +32° dV = ][[ q,.\/%\ -szv}ﬂ

J[( 3 +2z

=H,f x? 422 ( (2.\'2 +222))dA
V3(x? +22)(8 — (2x? = 222)) = |/3r2(8 — 212)

dA

»
23?4222

= /3r(8 — 2r?)
=/3r(8 — 2r?)

J'J‘J'\/md;/ =HJ§ (8r—2r")dA
_J_I I (8;—’7/ )l-z.'h'd()
[ a3

0

d6o

4128
=/3 160
\/_.lo I8
_ 256/3 7

15
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3. JenisIII

E={(xy2)|02) €D,u(2) <y <u(y 2)}
D dapat berubah (1) (2) dan (3) seperti di jenis I

x=u(y.2)

x=u,(y.z)
T”// \

Contoh: Hitung voiume dajerahvya:ng terletak di belakang
bidang x +y + z =8 dan: di/ depan bidang yz yang
dibatasi oleh z = -z-w/.;danuz =Z\/7

8

G.Illlllllllllllllllllly

0 1 2 3 4
0<y<4
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7= de jj[ ]4

=[ 3\”- 8—y—zdzdy
/4
3
] 2
=| |8z—yz——= d
[ z— Vz 22 ]3_‘ v
0 4
4 1 3
157 3 2 33,
= 12y 20y 232427 2y
J, J 8) > 3 y o ay
3 5 +
7 57 5 3 5 11 49
= 8},-——}7 ——}r +—J; = —
16 5 32 . 5

Integral Lipat Tiga dalam Koordinat Silinder dan
Koordinat Bola

1. Koordinat Silinder

Dalam koordinat silinder, titik P(x v, z) dikonversi ke titik
P(r,0,z). o

X =rcosf

y=rsinf ;P(r’ B2
zZ=zZ 4 . ': y
dV =rdzdr do

X

Misalf kontinu pada E dan E = {(x,y,2)|(x,y) €
D,ui(x,y) < z < u(y, 2)}
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dengan D diberikan dalam koordinat polar oleh
D={(r0bla<0<p,h(0)<r<h,(0))}

h (8

ﬂ feyav=|[| [ 162z fas

D | h(o

dikonversi dari koordinat siku -siku ke koordinat silinder

sebagai berikut:
B hy(8)u,(rcosd,rsind)

” f(xy,2)dV = J. I I f(7cos@,rsin@,z)rdzdrd6

a (@) uy(rcosé,rsin8)

Contoh hitunglah:

v

dimana E adalah daerah di bawah bidang z = x = 2 dan di
atas bidang xy serta di antara silinder x? + y2 = 1 dan x? +

yi =4
Jawab: 0 <z <x =2 |:> 0<z<rcosf+2
0<6<2rm 1<r<?2
ﬁ yvdlV = _‘.:T f J:‘mgv:z (rsin@)rdzdrdf
E

—_‘.ZTIh *sin@(rcos@+2)drd@

= J.‘_'TJn sinO(rcos@+2)drd0

oo J-u. J.‘ %1_3 sin (26)+2r* sin @ dr d o
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2

=[ [lr sin(20)+ —r s1n9)| de
Jo 8 3 1

=j %sin(26’)+—45m 8do
0

2z

= [—%cos(Zﬁ')—ﬁ cos HJ

ol

0

=0

Contoh: Konversi integral berikut ke koordinat silindris

1— yz x2— yz
j j j xyz dz dx dy
x+

Jawab

—1<y<1 —Z<g<2
2 2

0<x<.1-y2 0<r<1

x2+y?<z<Yx2+y2 r?<z<r

1- y x2+y
f f f xyz dz dx dy
x2+y2

2
f r(rcos@)(rsinf)z dz dr dO
r2

/
J‘n/zj;
/2
j j _[ zr3 cos 0 sin 8dz dr d6

/270 Jr2
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2. Koordinat Bola

Perhatikan AOPP':
z=pcos@
y =psinf

X = psinfcos B

y = psinf cos @

3]

P(x, y,2)=P(p, 0, ¢)

2 2 2 bl
P4y’+t=p

Perhatikan AOP'P"":

x =rcosf; Kkarenar = psin ¢, maka
= psingcosf

y =rsinf; karenar = psin ¢, mak

=rsingcosf
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o

(xry.z)=(0.9.¢)
®!

p? =12+ 2%, AOPP'

=x2—|-y2~}-.=:2 ;rz=xz+y2 (AOP'P")

x R G
Persamaan Bola dengan g jari-jari bola

p?=jarak titik asal ke P

0 = sudut antara sumbu -x dengan OP’

@= sudut antara sumbu -z positif dengan OP
p=200<¢p<m
E={{p0,p)a<p<ba<0<B5<¢p<y}
Dalam koordinat polar:

dA = rd6dr

Dalam Koordinat Bola:

Avijk = Ap(pAp)(p,sinp,Af)
M e J

. . B, 4K
inggt Luas Alas

dV = p%sing dp d@ do

77



78

Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

Jadi, konversi dari koordinat siku-siku ke koordinat bola:

m fx,p,2)dV = jﬁ f(psingcosd, psinpsind, pcosp)p’ singpdp dd dg
E

daa

Contoh hitunglah:

_U 16zdV
E

dimana E adalah setengah bola x? + y2 + z? = 1 bagian atas
Jawab: 0 < p <1

0<0<?2n

0< <
<S¢=3

m16z dv = jog_[:z'[;pz sinp(16pcosp)dpdfde
E

=J.O§'[02ﬁ‘[;8p3 sin(2¢)dpdfdep
= j?f;ﬂ25i11(2¢) dédep
= J.(?élzz'sin(Z(/))d;O

F:4
2
0

=-27cos(2¢)

=47

Contoh: konversi integral berikut ke koordinat bola
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3 9-y2 /18-x2-y2
J. J. f x?+y%+z%dzdx dy
0o Jo Jx2+y?

Jawab:
01<y<3 0
0<x<.9-y2
Jx2+y?<z<J18—-x2—-y2 x*+y*+22=18
0<p<+1i8=3V28

2
(\/x2+y2) +z? =18

IA

N

IA
N

z? +z? =18
z2=9
z=3
pcosp =3
3\/§cos<p=3
1 2 T s
C05<P=5=7=>QD=Z=>OS¢SZ
z=r

pCcos® = psing

1=tang = p:%
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Vo-y? (18-x2-y2
ff f x?+y? +z%dzdx dy

-

Jx2+y?

/4 ,m/2 372
f f p*sinod pd do

/270

Ringkasan Bab

Integral lipat dua dan tiga adalah generalisasi dari
integral biasa untuk fungsi multivariabel.

Integral lipat dua digunakan untuk menghitung luas
dan volume di bawah permukaan dua variabel.

Integral lipat tiga menghitung volume dalam ruang
tiga dimensi.

Integral lipat bisa dilakukan dalam koordinat
Kartesius, polar, silinder, dan bola.

Digunakan dalam:aplikasi fisika, teknik, dan rekayasa
untuk menghitung massa, momen inersia, dan lain-
lain.
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BAB 6
DERET FOURIER

Capaian Pembelajaran Bab

Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa mampu:

1.

Menjelaskan konsep dasar deret Fourier sebagai
representasi fungsi periodik.

Menentukan koefisien Fourier dari suatu fungsi
periodik.

Menyusun bentuk umum deret Fourier (sin-cos dan
kompleks).

Menggunakan sifat-sifat simetri fungsi untuk
menyederhanakan deret Fourier.

Menerapkan deret Fourier dalam pemodelan
fenomena fisika dan teknik.

Pengantar Konseptual

Banyak fenomena fisika dan teknik yang bersifat periodik,
seperti gelombang bunyi, arus listrik bolak-balik, atau
getaran mekanik. Deret Fourier merupakan alat matematis

yang sangat ampuh untuk merepresentasikan fungsi-fungsi
periodik tersebut sebagai jumlah tak hingga dari fungsi
sinus dan Kkosinus. Dengan demikian, deret Fourier
menghubungkan dunia fungsi waktu-ke ruang frekuensi,
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yang menjadi dasar dalam analisis sinyal, sistem dinamik,
dan pemrosesan data.

A. Fungsi Periodik

Bila f(x) merupakan fungsi periodic dalam interval (-L, L)
yaitu periode 2L, maka f(x) dapat dinyatakan dalam bentuk
deret yang disebut Deret fourier:

. nmx
flx) = 70+ Z a, cos + b, smT)

n=1

dimana: a _1 ff (x) dx
=
1L
n = Zf_Lf(x)cos% dx

L . NIX
b _ 1 f_Lf(x)smT dx

Bila f(x) periodic dalam interval ( c, 2L ), maka koefisien a,,
dan b,, dapat ditulis dalam bentuk :

1 pc+2L nmx
an =7 fc f(x)cos——dx

1 pc+2L . NmX
b, = ch f (x)sin—— dx

Yang Sering Digunakan Pada Deret Fourier

1. fudv=uv-[vduatau
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fuv=uv,-u v, +u“v;-....dimana
U =turunan pertama
v; = [ v dx dan seterusnya.

Contoh:
[x \iande— > cos 2x - ( " sin 2x) + ( 5 cos 2x) 16sm2x
3x? \_—1c052x
2
6 - Zsin2
X \ L Sin2x
6 2 cos 2x
\ 8
0 ~ sin 2x
16

Jadi bagian kiri diturunkan sampai menjadi 0 dan
bagian kanan di integralkan, kemudian dikalikan dari kiri ke
kanan sesuai dengan arah panah, dimulai dengan tanda
positif lalu negatif yang selalu berganti-ganti.

2. Sin0=0,cos0=1,sinnmt=0
Sin nz—” = 0 untuk n genap
Cos nz—n = 0 untuk n ganjil
Cosnm=(—-1)"
Cos2nmt=1

Contoh:

1) Perderetkan f(x) = x?2, 0<x<2m, ( periode
2m, L=m)
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Penyelesaian:

2m / m X

1 .2 1 2 1
aO:;fOnf(x)dx:;fonxz. dx=— x313"

31T
1
=—(8m3
5. (8m°)
_ 8n?
3 x2 cos nx
1 f2m 1 r2m 5 nmx
an =— [ fOdx = —f " x* . cos = dx . -
n
1 2T 2
_—fo x? . cos nx dx 2 Leosnx
T[ ns

1 x? . 2x 2 . 2 4
== (= sin nx + =~ cos nX=— sin nx) | 0 rsinnx
T n n n "

1 4T
=, (0+—=+0)

_ 4

n2

2 . 2 .
bn=%f0”f(x) smrztﬂdx:%fonxz.sm% dx

1 —x? 2x . 2 o
=— (— cos nx + = sin nx + — cos nx) |
T n n2 n3

1 —4m?
—Z(T+O+O)

4m

= " .




Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

(00}
Jadi f(x) = x2 ant Z (i2 cos nx- = sin nx)
n=1 n n

2) Carilah deret fourier dari fungsi f dimana

0, —-5<x<0
F(X)z{3

0 < x <5 dengan periode 10
Solusi:

Periode dari f adalah 2 L = 10, sehingga L = 5. Dengan
formula diatas diperoleh:

an = 3 S fe () dxo= o {150 cos () dx +
f053.cos(%)dx}
:Sfoc (@)dX—g{ism(ﬂ)}]
3 . . _ _
—E{sm(mt)—smo}—o , h=12,...
a,=2 071 dx=3;
by = 2 [ f@) sin (2= ) dx = 1 {f%0.sin(2) dx+
fOSB.SiH(%)dx}
3 5 . 3 5
=3 Jy sin ("F) dx=2{= Zcos(TEO} 3

3
—E(l-cos(nn)), ....... n=12,....

f(x)={0' ~5<x<0 » periode = 10

3, 0<x<5

Jadi deret fourier dari fungsi f adalah:
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f(x) = % + Y {an cos ( ) + bn sm( — )}
S, i (7F)

B. Fungsi Genap dan Fungsi Ganjil
1. Fungsi Genap

Fungsi f(x) dikatakan fungsi genap (symmetric) bila: f(-x) =
f(x) perderetan fungsi genap tidak memuat suku-suku sinus,
jadib, =0

L FO0 dx=2 [ f(x). Dx

nmx

L nmx
=_f f(X) COS—dX—‘fof(X).COSTdX
Contoh:
a. Perderetan f(x) =x?, 7t < x< 1 ( periode 21 )

Fungsi ini adalah fungsi-genap, jadi b,, = 0

Penyelesaian:
1 (m 1 (m 2
a, :;f_nf(x) dx = ;fo xz.dx:§x3 I
-2 (.3
=5 (m°)
2m?

_1qm L R R 1.5
an—nf_nf(x)cos — dx nfox .cos —— dx

2 x% . 2x 2 . -
= = (=sin nx + = cos nx - — sin nx) |
TN n? n3
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:%(O +2TL'(;¥+ 0) xz\cosnx
1.
4 2x — sin nx
=2 -y
n2

-1
2 —cosnmx
N

-1 .
0  —sinnx
e

2 @ aan
Jadi f{x}=x2=“—+4z ¢ 12) cos nx
3 n=1

n

1"['2 COSX cos 2x Cos 3Xx cos 4x
Atau=—-4(—— -
3 ( 12 22 + 32 42

2. Fungsi Ganjil

Fungsi f(x) dikatakan ganjil (skew symmetric) bila: f(-x) = -
f(x). Perderetan fungsi ganjil hanya memuat suku-suku
sinus, jadi ap; dana,, =0

1 L . 2 (L :
b, :Zf_Lf(x) sm?dxzzfo f (). Sm%dx

Contoh:

a. Perderetan f(x) = x3, -m<x<T, ( periode 2m)

F(x) = x3, adalah fungsi ganijil , jadi cukup dicari b,, saja.
Penyelesaian:
b, :%f_nnf(x) sin%dx:%f:xg’ .sinnnﬂdx

2 —x3 3x2 6x 6 . -
== (——cosnx + —-sinnx + —cosnx — — sinnx) |g
s n n n n

2 —m3 67T COSNTT
==(—cosnm +———)
TS n n
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2 6
=2(-D" (- + =

Jadi: f(x) =2+ Z:zl(—l)n (-%z-l- ?%)sin nx

b. Perderetanf(x)=x, -2<x<2,

IB\‘ sin nx

-1
3x? —- cosnx
-1
B Sz Sin nx
1
B \;cos nx

1.
0 —sinnx
n

(periode 4, L = 2)

Fungsi ini adalah fungsi ganjil, jadi cukup mencari b,
saja karena a, dan a,, akan sama dengan nol.

Penyelesaian:

1 p2 . . nmx 2 .r2 . Nmx
b= [, f(x) sin—= dx = x . sin —= dx

2x nmwx
=(-= cos—+
nm 2 n2m?

L nNmITX
sin—)
2
4
=-—cosnm+0
nm

- .2 1y
=-—cosnm nﬂ( 1)

. nnx
X sin—
A
=2 X
1 —cos—
T
4 . mmx
0 sin
202 2

Jadi :f(x) == E'i_ Z;O:'_L(_l)n n ;

C. Sinus Dan Cosinus Fourier 1/2 - Jangkauan

Sinus fourier atau cosinus fourier %2 jangkauan adalah suatu
deret yang hanya memuat suku- suku dari sinus atau
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cosinus. Pada sinus %z jangkauan atau cosinus, fungsi hanya
didefenisikan dalam setengah interval yaitu (0, L).
1. Sinus Fourier %2 Jangkauan

Sinus % jangkauan dalam interval (-L,L) merupakan fungsi
ganjil jadi pada sinus %2 jangkauan yang dicari hanya b,,.

Untuk sinus %2 jangkauan : (dalam deret sinus)

2 L . MIX
b, = Zfo f(x) SlanX»aodanan=O

Sehingga f(x) = Y;y=1 by sin (n % X)
Contoh:
a. Perderetanf(x)=x, O0<x<2

Dalam sinus % jangkauan, atau biasa disebut perderetkan
dalam deret sinus.

Penyelesaian: (disini yang dicari hanya b,,)

by == [ f(x) sin == dx

T

_2 fzx sin nmx dx = -2x cos nmx —4 sin nmx ]2
“ 270 2 T onm 2 n2m2 2 10
=2 cosnm X sin T
nm 2
. L3 nIx 2
. - B - nmrx
Jadi: f(x) =Z — cos Nt sin — 1 —cos—
n=1n'n: 2 \m el
. MITX
0 sin—
2 2
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2. Cosinus Fourier Y2 Jangkauan

Cosinus %2 jangkauan merupakan fungsi genap dalam (-L,L)
jadi pada cosinus ¥z jangkauan yang dicari hanya a, dan a,,.

Untuk cosinus %2 jangkauan: (dalam deret cosinus)

ag =2 [ f(x) dx

a, = %fOLf(x) cosnLﬂdx, dimana b, =0
Sehingga: f(x) = % + Yr=1a,cos(n %x )
Contoh:

a. Perderetkanf(x)=x, + 0<x<?2

Dalam cosinus %2 jangkauan, atau perderetkan dalam deret
cosinus

Penyelesaian: (disini yang dicari‘hanya a, dan a,)
2 (L
ao=2 ) f(x) dx
2 (2 1
=§f0 xdx=5x2]g=2

2 L nmx
a, = Zfo f (x) cos ——dx

nmx 2x . NUX —4 nmx -

= 2% x cos X dx = 2 gin MZE cos— 13
270 2 nm 2 n2m? 2
4 nmrx
- _ X cos—
=— (cosnm - 1), N
o 1 isinE
- _ 4 _ nmx nmw 2
Jadi: f(x) =1+ Z e (cosnmt — 1) cos > .
n=1 0 =4 nwx
g cos 2
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b. Perderetkan f(x) =sinx, 0 <x < 1, ke dalam deret
cosinus
Penyelesaian:

2w, -2 -
ap == [, sinxdx=—cosx]g

2 o, nmx 2 T,
an-;fo smx.cosde—;fO sin x cos nx dx

2 [sinx sinnx cosx cosnx 1 T .,
:—[ + +—= 1 smxcosnxdx]

s n n?
_ n? 2 [sinxsinnx + cosxcosnx]n
Tm2-1) w n n? 0
2
n 2 . —cosnm—1 1 -2 cosnm+1
T ni-)n n? ) = n2-1 1 ), (0 untuk n
ganjil)
_ —4
T ((2m?- D

Jadi: f(x) :72?— iz:ﬂ_i(mll—z_lcos 2nx

"

D. Identitas Parseval

Bila deret fourier dari f(x) konvergen uniform ke f(x) dalam
interval (-L,L) maka:

LYY dx=2+ 3 (a3 + bY)
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Contoh:
. 1 1,1 1
Buktlkan.%— F+ 2—4+3—4+ 4—4+ ......

Bila diberikan:

_—+4Z
n=1

1 2 21 2
S F @) dx = fo” xtdx=21y5 5= Lo

51
:—7'[4

2 2
@:—atauaozn
2

D"
24 _Yomt,
L SR

90
Ringkasan Bab

e Deret Fourier digunakan untuk menyatakan fungsi
periodik sebagai jumlah fungsi sinus dan kosinus.

e Terdapat dua bentuk utama: bentuk sin-kos dan
bentuk kompleks.
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o Koefisien Fourier ditentukan melalui integral pada
satu periode.

e Sifat simetri fungsi (genap atau ganjil)
menyederhanakan perhitungan.

e Deret Fourier digunakan dalam analisis sinyal,
pemodelan fisis, dan sistem teknik.

Latihan Soal
1. Tentukan deret Fourier dari fungsi:
fO) = |xl, —m<x<m
2. Temukan bentuk kompleks deret Fourier untuk fungsi
periodik:
f(x) = sin(x) + 2 cos(2x)

3. Tentukan deret Fourier untuk fungsi f(x) = x pada
interval (0,2 r ) dan identifikasi simetri.

4. Buktikan bahwa deret Fourier dari f(x) = x?konvergen
menuju f (x)pada titik kontinu.

93



94

Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

BAB 7
FUNGSI GAMMA DAN FUNGSI
BETA

Capaian Pembelajaran Bab

Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa diharapkan
mampu:

1. Menjelaskan definisi_dan sifat-sifat fungsi Gamma
dan Beta.

2. Menghubungkan fungsi Gamma dan Beta dengan
integral tak tentu.danfungsi faktorial.

3. Menggunakan “fungsi Gamma dan Beta dalam
penyelesaian integral yang tidak elementer.

4. Menerapkan fungsi Gamma dan Beta dalam konteks
statistik, probabilitas, dan kalkulus lanjutan.

Pengantar Konseptual

Dalam kalkulus lanjutan, kita sering menemukan bentuk
integral yang tidak dapat dievaluasi secara eksplisit
menggunakan fungsi elementer. Fungsi Gamma dan Beta
merupakan generalisasi dari konsep faktorial dan sering
digunakan dalam teori distribusi, integral tak hingga, dan
teori probabilitas. Fungsi Gamma, misalnya, memperluas
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definisi faktorial ke bilangan real positif. Fungsi Beta terkait
erat dengan integral trigonometri dan memiliki aplikasi
dalam statistik dan fisika.

A. Fungsi Gamma

Gamma=T (n).

Gamma =T (n) disebut juga sebagai fungsi faktorial yaitu
perkalian berlanjutdimanan=1,2,3,........ (bilangan asli).

Fungsi gamma dinyatakan sebagai:

Fungsi Gamma dinyatakan sebagai:

1. T(n) = fooo x" e *dx n>0
2. T(n+1) =nl'(n)
=n(n—-1)n-2)-2-1=n! n=123
3. T(1/2) =
_ T
4, T(Pr(1—-p) = prpe 0<p<1

5. fooxp_ldx= — 0<p<1

0 1+x sinpm
6. F(n) — F(l’l+1) n<0
1\ _ 1:3:5-(2m-1) _
7. T(m+3) =222 n m =123
1) _ (D™2™yn _
8. T (—m + E) T e— m=1,2,3
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Contoh:

a. Tentukannlah nilaidari I' (5)

Jawab: n4+1l=5
r(s)=r(n+1) n=5-1

> TI(n+1)=nlT(n)

FT(4+1) =4T (4)

(SR |

] X

=(4.3.2.1)(4") ntl=
= 24 n=
b. Tentukanlah nilaidari T (g) n =
Jawab:
r(§)=lwn+1)
= nl(n)
= ' (m+1)=nT(n)
r(5+1)=57(3)
2 2 2
_ 75 F(S)
S22 2
_ 7 5 3 F(B)
222 2



C. foooe_X3 dx=T(.... )

Jawab:

Misalkan: x3 =y

X:y3
dx:%yB dy
f e‘X3dx—f eV Ly3 dy
0 0
1 ® - -
:3 ys eydy
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nIf'(n)=T(n+1)

HORES

=0—-Inx

= —Inx

S Ll(lni)g df £ flo(—lnx)3

Jawab:
Misalkan: —Inx =y
x=e7Y

dx = —e™Y dy
1 1
= f (-Inx)3dx = f (y)3 — e Vdy
0 0

0
= - f y> eV dy

= I'(n) = fooo x"le X dx = fooo y3.e7V dy

= T'(4)



X 3a—Xdy —
e. [, xX*e7¥dx ="

Penyelesaian:

Buku Ajar
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=3I (3) = 3!
=321=6

® 3a—Xdy — ® . n-1,-x
J, ¥eFdx= o [ x"Te*dx

® n-1=3
f x3eXdx=T(4)
0 n=3+1
=3F(3) n=4
= 3!
=6
f. fooox3e_zxdx=---
penyelesaian:
Mis: 2x =y
1
X=3y
dx = ! d
x=5dy

f‘” L5 v iy

@ 1
)3 y3 ey Z
| 2y gy
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16 2
= i ooy3e_y dx

— 1 31
- 167
= ! 3.2.1
S 32
N6 pB
- 168
g f7VR e dx =
Penyelesaian:
1
Mis : 3&: X§:y
1
(x3)°=y?
x=y3
dx = 3y?dy

:J VX, e gy = J Jy3. eV 3y? dy
0 0
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«© 1
B f (y®)7 e7¥3y? dy
0
*® 3
= f y2 eV 3y?dy
0
*® 3
= 3f yz y? e dy
0
* 7
= 3f yz e ¥ dy
0
oo Z co
3 [, yzeVdy & [/ x"le*dx

3[ yZ eV dy = 31"(—)
0 2 n-l:;

I
w
~/~
NI
=
/N
NI
N———
N———
=]
]
B~
+
[

7 (5 5 n=2
=3-§(§F(§)) :

7 5 /3 3
=3-§-§(5F(§))

7 5 3 /1 1
=3'§'E'E<§F<E)>

105 1
=3-1—6F(§)

315
:E T
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B. Fungsi Beta

Fungsi Beta dinyatakan sebagai berikut:

I'(m).I' (n)
'(m+n)

2. B(m,n)= B(n,m)

1. B(mn) =

3. B(m,n)= fol x™~1 (1 —x)"1dx convergenuntukndanm >0

4. [Zsin®7! @ cos®™ ! pde = % B(m,n)

A

5. [P dx=T (@I (1-p)=

1+x

(0<p<1)

sinpm

Contoh:
a. folxs (1 —x)*dx =B (...e)

Sesuai dengan rumus yang menyatakan bahwa:

1
B (m,n) = f xM-1 (1=x)n"1 dx

0
Maka sebelumnya kita akan mencari m dan n nya terlebih
dahulu

m—1=8 n—1=
m=8+1 n=4+1
m=9 n=>5

Jadi fol x® (1 —x)*dx =B (9,5)
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Selanjutnya kita akan membuktikan apakah benar B (m, n)=
B (m, n) untuk membuktikannya kita dapat menggunakan

rumus:
_ T'(m)T (n)
B (m,n) = I (m+n)
dan rumus
_ I'(mTr(m)
B(n,m) = I' (n+m)

Jadi B (9,5) adalah:

I'(9).r (5

B(9,5) = I (9+5)

_ T (9).I(5)
T or(14)

Di persamaan gamma sebelumnya terdapat pernyataan

['(n+ 1) =nT (n) disini yang termasuk I' (n
+ 1)adalah T (9),T' (5) danT (14)

jadi ' (9) = n+1 rG)=n+1
'(n)=9-1 '(n)=5-1
I'(n) =8 I'(n) =4

(14) = n+1

F() = 14—1

I'(n) = 13

o L0 _8r0 4t
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8! . 4!
13!

8! 4x3x2x1
13X12x11xX105x9x 8!
1
13x11x5x9
1

6435

. rG).roO
Sehlngga: B ( 5,9) = W
_ I (5).r©
T4

__ 4T (4)8r(8
T 1314(13)

4! 8!

13!

4x3x2x1x8!
13x12%x11x105x9 x8!

1 e
13x11x5%x9 6435
Jadi terbukti bahwa B (m,n) = B (n, m)

1

B(m,n)=fxm‘1 (1 —x)"1dx
0

b. Hitunglah fol(l — X3)_% dx.!
Penyelesaian : Misalkan x3 =y

X = y3
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1 1 1 —11 -2

:J.(l—x3)idx=f(1_3’) Tzyody
0 0 3

1 2 -1

:f§y3(1—3’)2dy
0

1 (! 2 -1

-3 [yia-yia
0

> [y a-ptd e [xm (-0 dx

, 1
m-—1= — n-1=-

3 2

5 1
m = —+1 g -t

3T "
m =3 " 2

1
]adl J y_§ (1—}7)_E dy =B (%’%)
0

1 (! 2 -1 Lot
:gLy3(1_Y)2dy =§B(§'E)
_1r@re
3r(+Y

(3) Vm

r()

<|

W=

|
Wl =
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2 1
f Sin??1 p Cos?™ L pdp = 5 B (m,n)
0

1

c. Hitunglah [? cdo(i@!

T

do fz 1
= d
fo JCos @ o v/Cos ¢ ¢

NIE]

z 1
[
0 (Cosg)z

- jZ(Cosso)-% v
0

g -1 2
= f (Cos@)2 do & Sin?Mm7! @ Cos?™ 1 @ de
0 0

-1
2n—1=0 2m—1= —
2
2n =1 2m =‘71+1
n == 2m = -
2 2
1
m = Z
4
z »
= f(Coscp)Td(p = —B(m,n)
0
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=1,8(;.3)= L

4 2
1
3
r
ooXp—l T
J;) 1+x dc = T®I(n-P)= Sin Pmt @<P<1)
. oo dx o dx
d. Hitunglah fo 1+xt  Jo T4xt

_fool d
_01+X4X

Misalkan x* = y

X:y4

dx= = yid
= — P

X 4}’ y

%) d o1 =
X = 4
[t 1
0 1+x 0 1+y
y4—
= — dy
f041+y
1 r® 0
y4-
= _ d
4J0 1+y @

=3

oo y q ooXp—l d 0 p 1
s o <P<

107



Buku Ajar
Kalkulus Lanjutan

-3
P=1=-
-3
1
P ZZ

f —dy =T(P)T1-P) =

Sin Pm

R0 o
v G) F (Z) p1=>

T 1

=1 11 - 1
SanT[ SlnZ

Ringkasan

Fungsi Gamma menggeneralisasi” faktorial ke domain
bilangan real.

e Fungsi Beta berkaitan dengan integral pada interval
[0,1] dan memiliki hubungan erat dengan fungsi
Gamma.

e Integral tak hingga dan integral pada domain terbatas
sering dapat diselesaikan menggunakan fungsi Gamma
dan Beta.

o Fungsi-fungsi ini sangat penting dalam bidang
matematika terapan, statistik, dan fisika.
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Latihan Soal
. o . (5
1. Hitungnilai I’ (E)
2. Evaluasi fooo t25e~tdt
3. Hitung B(4,2) dengan rumus Gamma.
o 1 5 2
4. Tentukan nilai integral fo x° (1 —x)%dx

5. Buktikan bahwaI'(n + 1) = n! untukn € N
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BAB 8
TRANSFORMASI LAPLACE

Capaian Pembelajaran

Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa mampu:

1.

Menjelaskan definisi transformasi Laplace dan sifat-
sifat dasarnya.

Menggunakan tabel transformasi Laplace untuk
fungsi-fungsi umum.

Menentukan .transformasi * Laplace dari fungsi
eksponensial, trigonometri, dan/fungsi potensi.

Menerapkan transformasi Laplace dalam
menyelesaikan persamaan-diferensial linear orde
satu dan orde dua dengan kondisi awal.

Pengantar Konseptual

Transformasi Laplace merupakan alat penting dalam
analisis sistem dinamis dan penyelesaian persamaan

diferensial. Konsep ini mengubah fungsi waktu f(t) menjadi
fungsi dalam domain kompleks F(s), sehingga operasi
diferensial menjadi operasi aljabar. Hal ini sangat membantu
dalam bidang teknik, fisika, dan matematika terapan,
khususnya dalam menganalisis sistem linier dan kontrol.
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A. Pengertian Transformasi Laplace

Transformasi Laplace adalah proses mengubah fungsi F(t)
dari fungsi waktu ke fungsi kompleks f{s) dari operasi
kompleks S.

Transformasi Laplace dari suatu fungsi F(t) didefenisikan
sebagai:

L{F(O}=F(s)= [ e st .F(t).dt

Transformasi laplace untuk beberapa fungsi dasar:

No | F(t) F(s) Syarat
1
1. 1 — s>0
S
]
2. tn i s>0
en+1
1
3. edt s>a
s—a
S
4, cos at sz—i-—az s>0
a
5. Sinh at - s>0
s?2+ qa

1. BuktikanL{1}=

Bukti: F (s) = f,” 1™ dt = — = e—st] o _1

n!
gn+1

2. Buktikan: L{t"} =

Bukti: L{1}=L{t"} ===

1 1!
L{ t } :S_z = g1+l
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2 2!
L{tz}:s—3= §2+1
n!
L { tn} = sn+l

3. Buktikan L{e%}= ﬁ
Bukti: F (s) = [ e® ™t dt= [~ e (¢
dt= —ﬁe_(s‘a)t] o= ﬁ s>a
Rumus Fuler
ethi= ga gbl  @a*bl = @ (cos b + isinb)
e7P =cosh+i sinh

e bt = cosb—i sinb

ebit e=bi=2cosh

ebi 4 o—bi Wiy p—wi
cosb = — COS-Ww = —F T
e P =cosh+isinb
e bt = cosb—i sinb

ebiy e=bi=2isinb
. ebi 4 g—bi . e®l 4 g—wi
sinh=———-sinw= -
21 21
s
52 +a?

4. Buktikan L{cosat} =

Bukti: F (s) = fooo e St cos at dt

sin at s _ s2 .00 _
zeSt—_— "¢ Stcosat]-—f et cos at
a a? a2 /0

dt
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_a? (e_st sinat s cos )]oo_ a? s
T s2+a? a a? 0~ s2+a? g2

N

s2+a?

5. Buktikan L{sinhat}=

a
s2 —q2

Bukti: F (s) = fooo e Stsinh at dt
© .. fedt e-at
=f e (T+ 2 )

= [ et (e — e ) dt

_1rr® st at 3¢ (P ,-st ,—at
=[f, e~*f.ettdt— [ e *.e7¥]dt

[L{e®} — L{e™*}]

=1
T2
S e

2 ls—a s+a
1 [s+a—(s—a)
2 L(s—a)(s+a)

1 's+a—s+a]
2| s2-a2
_1[ 2a ]
"2 |s2-q2
. a
L{sin at}—sz_a2
Contoh 1.

Carilah Transformasi Laplace dari:
a. f(yy=10
b. f(t)=5+4e%
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c. f()=t-2e7"
Penyelasaian:
a. f(y)y=10
F(s)=L{f(9)}=/"10.e75t.dt =§
b. f()=5+4e2
F()=L{f(0} = [J(5 +4e2)e " .dt
= fOOOS e st.dt + f0°°4_e—(s+2)t dt

F(s)= ;[B_St]%o+ A e—(s+2)t]og

s+2

5,4 _ 9st10

T s s+2 SA(s+2)
. 9s+10
Jadi F (s) = S Cord)

c. f(f)=t-2¢e7¢
F(t)=L{f(t)} :fooo(t -2 e—t) =St dt
= fooot e~stdt — f0°° 2~ (S+Dt g4t

- .2 ® —st
= T [tfo e™" dt

Contoh 2.
Carilah transformasi L {2 + cos at}

Penyelesaian:

N

52+ a?

L{2}+L{cosat} = % +
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_ 2524 2a%+s2
T s(s2+a?)
_ 3s%+2a?
T s(s2+a?)
B. Beberapa Sifat Penting dari Transformasi
Laplace

1. Kelinearan
L{c,. F;(t) + ¢, .F,(t) }=c1. L{F;(t)} + ¢, . L {F,(t)}
= ¢1.f1(8) + 1. f2 ()
Contoh:
L{4t? — 3 cos2t + 5e7}= 4.{t?} — 3L{cos2t} + 5L {e 1}

2! s 1
“daa3a et 5's—(—1)

8 3s 5
s3 s2+ 4 s+1

2. Translasi Pertama atau Pergeseran
JikaL {F (t) }=f(s)

Maka L {e®F(t)} = f(s — a)

Contoh:

L{e tsin2t} =...

f(s) =L {sin 2t} =——— = —>

s2422  s2+4
L{e7tsin2t} =f(s+1)

2 2

—t o _ _
L (e™"sin2t) = (s+1)2+44 52425 +5
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3. Translasi Kedua atau Pergeseran

JikaL { F()} = f(s)danG (&) ={ g@—a) t;zc;

Maka L{G(t)} =e %.f(s)

Contoh:
3! 3.2.1 6
f (S) = L {t3} = 53+1 = 54- = 5_4
DanG(t):{(t_2)3 t >a
0 t<a
Maka L {G(t)} = e~ f(s)
_ e—ZSi @ 6e~25

s4 st

4. Perubahan Skala
Jika L {F (t)} = f (s)
Maka L{F(a.t)} = = .f (-)

a

Contoh:
L {sin3t} = ---

1 1

f)=L{sint} = 5= 5~

Wik W]k
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C. Transformasi Laplace Turunan dan Integral

1. Transformasi Laplace dari Turunan

dF
L {d } = s.L{F (O} - F(0)
d
L{ = =52.L{F(t)}—s.F(0)—d—];(0)
d2F d d2F
L{ ~ =52.L{F(t)}—52.F(O)—s.d—’:(O)—W(O)
2
L {d_tf} =52 L{F ()} —s? F (0) — 52.%(0)
@’F 0 0
- 0= FO

Contoh:

Selesaikanlah tranformasi Laplace %+ x = e’ dengan
syarat awal x (0) = 0!
dx

—+x=ef 0) =0
dt+x et - x(0)

LG+ %)) =1een
L {%}+ L{x} =L {e)

s.L{x}— x(0)+ L{x}= %

s.L{x}—(0)+ L{x}= s—%
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(s+1)+L{x}= ﬁ

1

Lid=G3 D -1

Maka: L {x} =y
_ 1 R 4 B
T (s+1D(Gs—-1) s+1 s-—-1

1=AG-1)+B(s+1)
Untuks=-1- 1 =A4(-1-1)+ B(-1+1)

y

1 =-24 +0
1 2A A !
= — —_ = —_— —
2
Untuks=-1- 1 =A(@1=1)4B(1+1)
1 =0+ 2B
1=2B - B= =
11
1 _ 2, 2
s+D(s—-1) s+1 s-1
_ 1
Y= G+ DG -1
_1 1
__ 2 2
y_s+1 s—1
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_ 1L‘1{1}+1L‘1{1}
X=73 s+1) " 2 s—1
1 1
— _ _ pt - t
X 2@ +2€

2. Transformasi Laplace dari Integral
Jika L {F (O} = f (s),
maka: L {fOtF (w) du} = @

Contoh:
t
L JsinZu dup =
0
2
L {sin2t} = 71 a
2
f@)= s2+ 4
t
L JsinZu du, = 1)
S
0
2
sz 4
S
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_ 2
Cs(sZ+ 4)

D. Invers dari Transformasi Laplace

Jika {F(6)} = f (s),

Maka F(t) disebut invers transformasi laplace dari
F(s),ditulis L {s(s)} = F(t)

Sifat invers transformasi laplace:
L L e fi(s) +cafo(s) 3= c1. Fi(t) + ¢ 5. F()
2. LYF(s—a)}=e% E(t)
3. LHf (5)}=a @)

(52 -
(52 (G ()

L{tn} y(n+1) n!

Sn+1 T gn+1

tn =]"1 {M}

snt+1

t"=y(n+1) L1 { n+1}
y(rtl:l-l) =L {s"1+1}

1 ) = {Si}




|

|
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1 1 1
otz otz 22
-1 =T 1.~ =
YG+y G Vm
1 }_L_l { 1 }
1/2) 1
s1/ Gzt
1 1 1
t2 tz t2

¥+ vG) Vm

o R e R e

Ringkasan Bab

Transformasi Laplace adalah metode integral untuk
mentransformasikan fungsi waktu menjadi fungsi
kompleks.

Alat ini sangat efektif dalam menyelesaikan
persamaan diferensial linear.

Sifat-sifat seperti linearitas, pergeseran waktu, dan
transformasi turunan sangat penting dalam
penggunaannya.

Proses transformasi dan inverse Laplace
memungkinkan penyelesaian sistem dinamis secara
sistematis.
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Latihan Soal

1. Hitung L{cos(3t)}

2. Tentukan transformasi Laplace dari f(t) = te?t

3. Hitung transformasi Laplace dari f"(t) jika f(0) =
2,1'(0) = 0,dan L{f ()} = F(s)

4, Selesaikan persamaan diferensial y’ + 4y = 0,y(0) = 3

5. Gunakan transformasi Laplace untuk menyelesaikan

y —y=0y0)=1y =1
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GLOSARIUM

Istilah

Definisi

Deret Fourier

Diferensial
Parsial

Diferensial
Total

Fungsi Beta
Fungsi Gamma
Fungsi

Majemuk

Gradien

Integral Lipat

Representasi fungsi periodik sebagai
jumlah tak hingga sinus dan kosinus.

Turunan dari fungsi multivariabel
terhadap satu variabel, variabel lainnya
dianggap tetap.

Perubahan, total dari suatu fungsi
multivariabel akibat perubahan semua
variabel bebasnya.

Fungsi integral khusus yang terkait erat
dengan fungsi Gamma.

Perluasan fungsi faktorial ke bilangan
riil dan kompleks.

Fungsi yang terbentuk dari
penggabungan dua atau lebih fungsi.

Vektor turunan parsial yang
menunjukkan arah laju perubahan
tercepat dari suatu fungsi.

Proses integrasi bertingkat pada fungsi
dua atau lebih variabel.



Integral Lipat
Dua

Integral Lipat
Tiga
Konvergensi
Limit

Rantai Fungsi

Transformasi
Laplace

Turunan
Parsial
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Integral pada fungsi dua variabel dalam
suatu wilayah dua dimensi.

Integral pada fungsi tiga variabel dalam
suatu wilayah tiga dimensi.

Keadaan saat deret mendekati suatu
nilai tertentu saat jumlah sukunya
bertambah.

Nilai yang didekati oleh suatu fungsi
saat variabel mendekati nilai tertentu.

Aturan turunan fungsi majemuk, juga
dikenal sebagai chain rule.

Teknik transformasi integral untuk
menyelesaikan persamaan diferensial
linear.

Turunan fungsi multivariabel terhadap
salah satu variabel, lainnya tetap.
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